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关于量子力学中引入波粒二象性的教学尝试

张成园 许广智 李一杰 石 薇 李永庆

(辽宁大学物理学院,辽宁
 

沈阳 110036)

摘 要 量子力学是近代物理学的基础理论之一,也是伴随着假设争论建立起来的理论。然而

在教学过程中,若直接给出波粒二象性这一基本假设,学生理解起来会显得尤为困难。
因此基于教学实际和前人的研究,本文从经典的电磁理论出发,根据波动光学和几何

光学的描述方法,以及程涵方程的形式,假设光对应一种实物粒子。进而由普朗克的

量子化条件,讨论了光的波动性和粒子性之间的联系,推导出了普朗克 爱因斯坦关系

以及德布罗意关系,体现了光和实物粒子的波粒二象性。
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  波粒二象性现象是量子力学中的重点内容,
它成功解决了人们长久以来对光物质的疑惑,统
一了光的波动性和粒子性问题,其意义十分重大。

自20世纪开始,人们就开始对光进行了研究,爱
因斯坦通过对光电效应的完美解释,提出了光具

有波粒二象性。1979年,Wheeler教授为检验其
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正确性,提出了“延迟选择的思想实验”。同时,德
布罗意给出实物粒子也具有 波 粒 二 象 性 的 假

说[1],即电子具备波的干涉现象。基于普朗克的

量子论[1-4],给出了普朗克 爱因斯坦关系,以及德

布罗意关系。但由于受经典物理学理论的影响,
学生的认知、知识体系和物理方法均具有一定的

局限性,教师在直接引入两种关系来体现波粒二

象性时有一定难度,学生也会存在诸多困惑。因

此,如何从经典物理学出发,自然地导出体现波粒

二象性的数学公式是本文即将讨论的主要内容。

1 光的波粒二象性

1.1 波动光学的描述

在真空中,电磁波满足无源的 Maxwell方

程组[5]

E=0·وسلم
B=0·وسلم

-=E×وسلم
∂B
∂t

=B×وسلم
1
c2
∂E
∂t

(1)

对于平面波,其解可以写为如下的形式

f(r,t)=f0e
i(k·r-ωt+φ0) (2)

其中,f 可以是电场强度E 或磁感应强度B 的某

个分量。本文中,将f 称作电磁场量。
而对于一般的电磁波,电磁场量的相位不再

是式(2)中简单的形式,其振幅也不再是常数,我
们一般将其写为

f(r,t)=f0(r,t)eiφ
(r,t) (3)

在研究一般平面波时,通常仅考虑很小的空间区

域和很短的时间间隔内的情况,在该区域内,电磁

场量的振幅f0(r,t)以及光的传播方向几乎不变,
可以看为常数。在这种情况下,一般的电磁波即

化为平面波。

1.2 几何光学的描述方法

从波动光学到几何光学实际是取λ→0(λ 是

光的波长,下文也是如此)这一极限下电磁波解的

必然结果。下面将仍从电磁波方程出发,来引入

几何光学所满足的基本方程。
从式(3)出发,在几何光学中,电磁场量的相

位φ(r,t)被称为程函。在选定的很小的区域内,
因为λ→0,电磁波各个参量的波动性消失,其传播

方向可以直接由光线来替代。光线上每一点的切

线即表示光在这一点的传播方向。因此,几何光

学实际上研究光线的分布,而光则沿光线传播。
选定一个很小的空间区域以及很短的时间间

隔,将程函φ(r,t)做Taylor展开

φ(r,t)=φ0+(r·وسلم)φ+t∂∂tφ
(4)

  由前所述,在很小的区域内,电磁波可以看作

平面波。将式(4)与式(2)的相位作对比,可以

得到

k=وسلمφ (5)

ω=-
∂
∂tφ

(6)

而电磁波的波矢与频率又满足

ω=ck (7)
将式(5)、式(6)代入式(7)中,得到

-2(φوسلم)
1
c2
∂
∂tφ  

2

=0 (8)

式(8)称为程函方程,是几何光学所满足的基本

方程。

1.3 光与粒子的类比

从程函方程的形式可以看出,描述光线的方

程与描述粒子运动的方程有很高的对称性。对于

一个实物粒子,其运动可由 Hamilton-Jacobi方程

决定

p=وسلمS (9)

H =-
∂
∂tS

(10)

其中,S 是粒子的作用量,H 是粒子的 Hamiltoni-
an量,p 是粒子的动量。对比式(9)、式(10)和
式(5)、式(6)可知,在几何光学中的程函、波矢、频
率分别与一个实物粒子的作用量、动量、哈密顿量

(即能量)相互对应起来。即光线的传播和粒子的

运动所满足的方程具有相同的形式。因此假设:
存在某个实物粒子,它可以和一个特定的光线对

应起来。对应规则为

φ(r,t)↔S(r,t)

k↔p
ω↔H

(11)

  一个实物粒子,其状态随时间的演变遵从

Hamilton正则方程

ṙ=
∂H
∂p

(12)
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ṗ=-وسلمH (13)

  按照对应法则式(11),能得到光线所满足的

关系为

􀱆=
∂ω
∂k=ĉk (14)

k̇=وسلمω=0 (15)

式(14)中 k̂ 表示沿着k 方向的单位矢量。从

式(14)中看出真空中光的速率为c,式(15)中表明

k=const,从式(14)、式(15)得到的直接结论———
真空中光沿直线传播。

另一方面,光线满足的一个基本关系可以预

测这个假想粒子的一个性质。光线的波矢与频率

满足式(7),按照对应法则式(11),给出这个假想

粒子的能量与动量的关系为

H =cp (16)
  根据狭义相对论的能量表达式

E= c2p2+m2
0c4 (17)

由式(16)、式(17)可得m0=0。即这个假想粒子

的静质量为0。这个结论后来被证实,即光子的静

质量确实为0。
1.4 Fermat原理

在经 典 力 学 中,实 物 粒 子 的 运 动 轨 迹 由

Hamilton原理确定[6]

δS=δ∫
t2

t1

 (r,̇r,t)dt=0 (18)

其中, (r,̇r,t)为粒子的拉格朗日量。Hamilton
原理指出:粒子在两点间的真实路径实际是所有

路径中作用量取极值的路径。因为没法直接构造

出几何光学的Lagrangian(其结果为0),因此需要

加入一 些 限 制 条 件,来 构 造 属 于 几 何 光 学 的

“Hamilton原理”。
在能量守恒的前提下(Hamiltonian不显含时

间t),根据 Maupertuis原理,Hamilton原理表

述为[7]

H =E=const (19)
S(r,t)=S0(r)-Et (20)

S0=∫Γ
p·dr (21)

其中,S0 称为缩短作用量,S0 满足

δS0=0 (22)
以此为基础,通过对应法则式(11),在几何光学

中,有
ω=const (23)

φ(r,t)=φ0(r)-ωt (24)

φ0=∫Γ
k·dr (25)

δφ0=0 (26)
从类比而来的式(23)~式(26),光线在两点间所走

的实际路径应该为所有路径中缩短程函φ0 达到极

小值的路径。式(25)中,记k=k̂k,ds=̂k·dr。
ds表示光的路程,从而式(24)可以写为

φ0=∫Γ
kds (27)

对于一般的情况,波矢与频率满足

ω=kv (28)
其中,v 满足

v=c/n (29)
n 为介质的折射率,这样式(27)化为

φ0=
ω
c∫Γ

nds (30)

记:dl=nds,dl 正是我们熟悉的光程的定义,
式(30)就变为

φ0=
ω
c∫Γ

dl (31)

再由式(26),可将式(31)化为

δ∫dl=0 (32)

式(32)正是Fermat原理的数学表达式。
综上所述,通过给光线类比一个假想粒子,二

者之间相互映衬,又一次得到了令人满意的答案。
在这里得出一个结论:光线与某种静质量为0的

粒子是等价的。
1.5 Planck-Einstein关系

Fermat原理给出光线所满足的条件:两点间

光沿着光程极小的路径传播。在这里就有一个令

人困惑的地方:难道光线在传播之前,它遍历了所

有的路径? 否则它如何得知究竟哪一条路径的光

程是最短的。
对于这个问题的理解,我们需要借助于波动

光学。电磁波在空间中的光强分布可写为

I(r,t)∝ f(r,t) (33)
  从波动光学的观点来看:全空间中只看到光

程极小的路径是因为空间中所有路径的电磁场量

叠加以后,得到的光强分布在光程极小路径处很

大[8],而其他区域几乎趋于0,下面具体研究一下

这个过程。
能量守恒的情况下,光强的分布不随时间变

化,因此电磁场量可以写为

f(r)=f0e
iφ0(r) (34)
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其中,φ0(r)定义见式(25)。为了计算方便,只取

一维的情况,式(25)变为

φ x(t)  =∫Γ
kdx (35)

  因为仅取一维情况,对于某一条路径Γ,我们

用其位置随时间的变化表示它。设路径初始位于

A 点,此时为t1 时刻;终点为B 点,此时为t2 时

刻。因此整个光场的电磁场量分布可以写为

F(x)=∑
A→B

f0eiφ
(x) (36)

上式中的求和号表示 A 与B 这两点间所有的

路径。
从式(36)看出,总的电磁场量贡献仅依赖于

每一条路径的相位。考查其中一条路径相位的量

级,为计算简单,我们用平面波

φfree=kx=2π
x
λ

(37)

  几何光学要求λ→0,因此实际上众多路径的

相位是一个十分巨大的量。假设将一个路径移动

一个很小的量δx,那么相位的变化为δφ=δx/λ。
通常路径的微小变化使得相位的变化非常巨大

(原因还是λ→0),因此电磁场量将在最大与最小

之间剧烈振荡,以至于该条路径与周围的路径的

电磁场量贡献相互抵消,因此无须再考虑这些路

径,它们相当于互相干涉达到了干涉相消的效果。
但存在一条特殊的路径,这条路径对应的φ(x)取
得极小值,即路径改变(δx 的量级)不会引起相位

的改变。因此在δx 范围内的所有的路径的相位

是相同的,它们对于电磁场量的贡献无抵消效果,
这些路径相当于达到了干涉相长的效果。

综上所述,相位达到极值的路径与其周围很

小范围内的路径之间相互干涉达到相长的效果,
而其他路径之间互相干涉相消,表现为我们仅仅

看到了光传播的那一条极值路径。现在可以回答

之前的问题,光线在传播时,它确实以波动的形式

遍历了所有的路径,而被观察到的现象,实际上是

波之间干涉之后的结果。
以上对于光线传播的解释,需要用到波动学

的方法。而光线与某种假想粒子是等价的,那么

光线的传播与这种假想粒子也是等价的。这意味

着,假想粒子的运动轨迹的成因,与波动有着非常

紧密的联系。
我们再回到方程式(5)、式(6)与 Hamilton-

Jacobi方程式(9)、式(10),这次通过量纲的方式

分析这几个物理量之间量纲的差别,见表1。

表1 波动性参量和粒子性参量对比

波动性 粒子性

基本量 量纲 基本量 量纲

φ=φr,t  1 S=S r,t  M·L2·T-1

k=وسلمφ L-1 p=وسلمS M·L·T-1

ω=-
∂
∂tφ T-1 H=-

∂
∂tS M·L2·T-2

  从表1里可以看到,描述波动性参量的相位

φ、波矢k、频率ω 与描述粒子性参量的作用量S、
动量p、Hamilton量H 恰好相差一个作用量的量

纲。为了保证之前类比的有效性,这个相差的作

用量量纲的比例系数必须为常数,我们不妨设

S=Cφ (38)

p=Ck (39)
H =Cω (40)

其中,C 是一个具有作用量量纲的常数。
1900年Planck提出能量子假说时,曾给出一

个电磁波吸收和辐射能量时能量与频率的关系[2]

ε=hν (41)
其中,h 称为Planck常数,其值为:h=6.626×
10-34J·s。对比式(36)与式(35),就可以得到

C=
h
2π=❋ (42)

其中,❋称为约化Planck常数。这样可以把式(33)~
式(35)写为

S=❋φ (43)

p=❋k (44)
H =❋ω (45)

式(44)与式(45)称为Planck-Einstein关系式。
从式(43)~式(45)中看到这样的事实:光与

这个假象粒子通过一个常数———约化Planck常

数相互联系起来,而这个假想粒子正是1905年

Einstein提出的光量子(简称光子)[9,10]。而式(44)、
式(45)即是光的波粒二象性的体现。

此时对于约化Planck常数的量纲我们还需做

一点讨论。基于量纲的知识,我们知道长度、时间

和质量的基本量纲分别用L、T 和M 来表示,这
样自然就可以给出速度的量纲为L·T-1。而从

爱因斯坦的质能方程E=mc2 可得能量的量纲为

E  = m  c2  =M·L/T  2=ML2

T2

(46)
即 H 具有能量的量纲,根据式(45)便自然的给出
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约化普朗克常数的量纲为

❋  = H/ω  =M·L2·T-1 (47)
毫无疑问,这与量纲分析表1中的结果保持一致。

2 实物粒子的波粒二象性

通过类比方法,在第1节中最终从数学上找

到了光的波动性和粒子性之间的联系。在讨论粒

子波粒二象性时,先对式(43)做一个处理。将

式(43)代入式(3)中,可以得到

f(r,t)=f0e
iS
(r,t)
❋ (48)

  式(48)描述的是电磁场量的分布(波动性

量),但电磁场量的相位用粒子所特有的作用量来

描述。关于体现实物粒子波粒二象性假设的公式

可从式(48)出发得到。

2.1 实物粒子的波动性假设

实物粒子的运动由 Hamilton-Jacobi方程确

定,见式(9)与式(10)。而实物粒子的运动轨迹由

Hamilton原理确定,见式(18)。
对于实物粒子的Hamilton原理,实际可以有

着与Fermat原理相同的疑问:难道实物粒子遍历

了所有的路径? 否则它如何选出作用量极小的路

径呢? 由1.4节的讨论,可看出Fermat原理与

Hamilton原理可以算是同根同源,是同一个定理

在不同方面的表述。那么 Hamilton原理背后的

原因应该与Fermat原理是相同的。上述的疑问

应该与1.4节中的疑问是等价的,对于实物粒子

的Hamilton原理的解释,我们必须也要采用“实
物粒子的波动性”。在此假设:每一个实物粒子都

与某一种波相联系,这种波称为物质波。我们给

出物质波的波函数表述,由式(48)类比,直接写出

物质波的波函数

ψ(r,t)=ψ0e
iS
(r,t)
❋ (49)

其中,波函数ψ(r,t)类似于电磁波中的电磁场量。
只要给出了式(49)的形式,以1.3节中相同的思考方

式,可以得到结论:实物粒子对应一种物质波,实物粒

子的运动轨迹实际上是这种物质波之间相互叠加干

涉的结果。在极值路径附近,物质波干涉相长;其
他路径物质波干涉相消,表现出来我们只能看到粒

子沿着极值路径运动,即粒子轨迹符合 Hamilton
原理,这就是实物粒子的波粒二象性假设。
2.2 de

 

Broglie关系

既然2.1节已经给出了实物粒子的波粒二象

性假设,这里就要给出实物粒子波动性参量与粒

子性参量之间的表达式。
实物粒子的波函数满足式(49),记ψ(r,t)的

相位为θ(r,t),则θ(r,t)=S r,t  /❋。这样

式(49)可写为

ψ(r,t)=ψ0eiθ
(r,t) (50)

  从式(50)中得出这个波的波矢与频率的分布需

要用到式(5)与式(6),将式(50)代入其中,即可得到

k=وسلمθ=
1
❋

Sوسلم (51)

ω=-
∂
∂tθ=-

1
❋
∂
∂tS

(52)

其中的S 是实物粒子的作用量,满足 Hamilton-
Jacobi方程。将式(9)、式(10)代入式(51)、式(52)
中,就得到实物粒子的粒子性与波动性之间的联系

k=
1
❋p

(53)

ω=
1
❋H

(54)

  而式(53)、式(54)正是de
 

Broglie关系式[11]。
即动量为p,能量为 H 的实物粒子与其联系的物

质波的波参数之间满足式(53)、式(54),这就是实

物粒子波粒二象性的体现。

3 结语

光和实物粒子的波粒二象性在近代物理的发

展中具有重要地位,教学中为有效连接经典物理

学和量子力学,本文从波动光学和几何光学出发,
对比几何光学满足的程函方程和经典粒子的哈密

顿雅克比方程,给出光和假想粒子之间相互映衬的

关系。通过费马原理验证了光具有波粒二象性假

设的有效性,进一步得到了体现光和实物粒子具有

波粒二象性的Plank-Einstein关系和de
 

Broglie关

系式,使学生加深对波粒二象性的理解。
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图2 左图和右图分别是k=0.1GeV,k=100GeV时,σT4μ2❋4/μ2 在R 和λ空间的数值图像

是这种尺寸效应使得暗物质可以满足宇宙学小尺

度的限制,具体情况可以参考文献[5]。

3 结语

满足平方反比率的库仑相互作用具有独特的

意义,有源场满足的高斯定理描述了三维空间矢

量场的属性。本文把其他类型势函数,如汤川势、
谐振子势等转换为等效库仑荷分布,由此利用三

维有源场满足的高斯定理来计算空间中的场强以

及其他相关物理量。虽然这种方法在计算工作量

上没有显著改进,但是得到的等效库仑荷分布在

处理有体积粒子的时候会有更加清晰的物理图

像。为此笔者专门设计了一个均匀分布汤川荷的

硬球散射例题来展示这种方法的优越性。转换方

法以及具体例题对拓展场论等相关课程的教学有

一定借鉴意义。当然实际处理有体积粒子散射过

  

程确实比较复杂,作为量子力学散射部分的扩展

内容在教学中是比较合适的。
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