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双原子分子键长对振动热容量的影响

吴晓毅 王 鑫 刘全慧

(湖南大学物理与微电子科学学院理论物理研究所,湖南
 

长沙 41008)

摘 要 在低温下双原子分子的振动自由度对气体的热容量没有贡献,当温度高于双原子分子

振动特征温度的时候,
 

振动自由度才被激发,这个双原子分子的振动是对原子间相互

作用的简谐近似。不过,文献中给出的简谐近似判据,都是力学结果,而且这些结果都

是定性的。本研究给出统计物理判据:简谐近似的有效性是温度必须远低于分子键能

特征温度。
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Abstract At
 

low
 

temperature,
 

the
 

vibrational
 

degrees
 

of
 

freedom
 

of
 

diatomic
 

molecules
 

do
 

not
 

contribute
 

to
 

the
 

heat
 

capacity
 

of
 

the
 

gas.
 

When
 

the
 

temperature
 

is
 

higher
 

than
 

the
 

vibra-
tional

 

characteristic
 

temperature
 

of
 

diatomic
 

molecules,
 

the
 

vibrational
 

degrees
 

of
 

freedom
 

are
 

excited.
 

The
 

vibration
 

of
 

this
 

diatomic
 

molecule
 

is
 

actually
 

a
 

simple
 

harmonic
 

approximation
 

of
 

the
 

interaction
 

between
 

atoms.
 

However,
 

the
 

simple
 

harmonic
 

approximation
 

criteria
 

given
 

in
 

the
 

literature
 

are
 

all
 

mechanical
 

results,
 

and
 

these
 

results
 

are
 

qualitative.
 

In
 

this
 

study,
 

the
 

statistical
 

physics
 

criterion
 

is
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the
 

molecular
 

bond
 

energy
 

characteristic
  

temperature.
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  双原子分子气体中,双原子间的振动自由度

在室温下处于冻结状态,对热容量没有贡献。振

动自由度对热容量产生贡献的温度必须大于一个

特征温度Tv≡❋ω/k,ω 是振动频率。常见符号取

其通常的意义,除非必要,不一一说明。
对于振动自由度,还有一个特征量:键长r0,

即两个原子之间的平均距离。所谓振动,指的是

双原子分子相对于这个平均距离周围的一定幅度

的往复运动。记

r=r0+ξ (1)
其中,ξ即相对于平衡位置的位移量。如果振动的

幅度足够小,可以使用简谐近似。很多文献给出
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了简谐近似的判据,即[1]

ξ≪r0 (2)
同时,文献中认为,在高斯型的积分中(参见积分

(6)),ξ的积分范围可以取为[1,2]

-∞ <ξ< ∞ (3)

  这里有三个问题。①判据 2  是力学判据,和
温度无关;②判据 2  是定性的;③从表观上看,
式(2)和式(3)矛盾。进一步,尚没有文献研究过

键长对热容量的影响。本文将研究这些问题。
本文第1节将详细介绍这三个问题的来源,

给出基本理论框架,以方便进行定量分析。第2
节将两个原子之间的平均距离及其涨落的角度进

行定量分析。第3节对热容量角度进行定量分

析,给出温度变化的定量判据。第4节是讨论和

结论。本文包含了一个数学附录,在这个附录中

给出了振动自由度的空间部分的配分函数的一个

详细推导。

1 振动自由度的空间部分的配分函数

在相空间中,体积元具有形式不变性。也就

是,做变量代换的时候,雅可比行列式等于1。这

一点,可以参看分析力学中的正则变换或者证明

刘维尔定理的有关部分,也可以参看文献[3]第二

章的习题1和习题2。在双原子分子的配分函数

中,先把动量部分的积分处理完成,然后仅仅考虑

振动自由度的空间部分,结果只能为(推导过程参

见附录)

Zvp
1 =∫

∞

0
e

-
1
2βmω2(r-r0)

2

dr

=
π

2βmω2 erf
r0 βmω2

2  +1  (4)

其中,erf(x)为误差函数,定义为

erfx  ≡
2
π∫

x

0
e-t2dt (5)

  所谓简谐近似指的是下式成立

∫
∞

-r0
e

-
1
2βmω

2
ξ
2

dξ≈∫
∞

-∞
e

- ξ
lT
  2

dξ=lT π (6)

其中,热特征长度lT 的定义是
 

lT ≡
2

βmω2 =
2kT
mω2

(7)

当振动的幅度|ξ|比lT 大一点点,exp -
1
2βmω2ξ2  

很快地趋近零。同时式(6)中的第一个积分的下

限-r0 可以用负无穷大代替而不会带来显著的

误差。
既然热特征长度lT 是一个重要的长度,那么

它的意义何在? 对于基态谐振子,量子特征线宽

度为ld

ld ≡
❋

mω
(8)

则式(7)为
 

lT = 2ld
T
Tv

(9)

由于T≳Tv,振动自由度才能发挥作用。也就是

从这个特征线宽度,可以得到如下信息

lT ≳ld 即T ≳Tv (10)
因此,这是振动自由度对热容量产生贡献的温度

必须大于一个特征温度Tv≡❋ω/k 的另外一个等

效的说法,量子特征线宽度ld 不能为双原子分子

键长对振动热容量的影响增加新的理解。
 

注意到式(4)中的键长r0 出现在式(6)第一

个积分的下限中。下面引入键能特征温度Td

kTd ≡
1
2m(ωr0)2 (11)

立即发现热特征长度lT 和键长r0 的关系为

lT =r0
T
Td

 ≪r0 (12)

上式中的小于号成立的理由显而易见。即,ξ=-lT

的时候和ξ=-r0 相比,近似地有-r0→-∞。只

有这个条件成立,简谐近似才有效。因此,键能特

征温度Td 才是一个关键的物理量。式(12)成立

的条件是

T ≪Td (13)
换言之,式(13)统一了式(2)和式(3),是这两个关

系式的基础。
有了这些结果之后,可以改写配分函数

Zvp
1 =

πlT

2 erf Td

T  +1  (14)

因此,配分函数通过热特征长度lT 和键能特征温

度Td 依赖于分子的具体性质。注意,配分函数取

了对数之后,才能进入热力学。立即发现

lnZvp
1 =ln πlT +ln

erf Td

T  +1
2   

(15)
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第二项是由于键长的影响而多出的部分。从这里

可以清晰地看出,键长对热力学性质有影响。下

面通过原子之间的平均位移及其涨落,以及键长

对热容量的影响,从这两个角度定量研究T≪Td

在定量上的意义。
 

2 两个原子之间的平均位移及其涨落

统计物理中,两个原子间的平均位移􀭵r 依赖

于温度,明显结果是

􀭵r≡
1

Zvp
1∫

∞

0
re

-
1
2βmω

2(r-r0)
2

dr

=r0+
lTe

-
Td
T  

πerf Td

T  +1  
=r0+rT (16)

其中,

rT ≡
lTexp-

r0
lT  

2

  
πerf

r0
lT  +1  

=
lTexp-

Td

T  
πerf Td

T  +1  
(17)

考查比rT/r0,立即发现这仅仅依赖于温度比

x≡
T
Td

 (18)

即

rT

r0
=

T
Td
exp-

Td

T  
πerf Td

T  +1  
=

xexp-
1
x  

πerf 1
x  +1  

(19)
这个结果具有普适性,即只有引入了键能特征温

度,不再明显依赖于具体物理的物质参量如约化

质量和振动频率。
式(16)中的rT 很像式(1)中的ξ,其实完全

不同。ξ是零温的时候定义的偏离平衡点的位移,
平均值为零;rT 是由于温度和r 的变化区域是半

无限区域 0,∞  而出现的偏离平衡点的平均位

移,其数值非零,除非T→0。

位移平方的平均值r2 是

r2=
1

Zvp
1∫

∞

0
r2e

-
1
2βmω

2(r-r0)
2

dr

=r20+r0rT +l2T/2 (20)

位移涨落Δr≡ r2-􀭵r2的结果是

Δr=
l2T
2-r0rT -r2T <

1
2lT (21)

即Δr 不大于热特征长度lT,也是键长伸缩幅度

|ξ|的刻画。式(19)具有普适性,即Δr/r0 具有普

适性。

Δr
r0

=
1
2

T
Td

-
rT

r0
 -

rT

r0  
2

(22)

注意到式(19),即只有引入了键能特征温度,不再

明显依赖于具体物理的物质参量如约化质量和振

动频率。也就是,这个结果也具有普适性。
在温度区间T∈(0,Td)中,平均位移􀭵r 基本

保持不变,rT/r0 取值在区间(0,
 

0.113),但位移

的涨落却比较明显,Δr/r0 的取值在(0,0.612),
 

如图1所示。进一步,如果要求 Δr/r0≤e-1=
0.37,则温度

 

T≤0.28Td。如果对温度提出要求

T≤0.1Td,则位移的涨落Δr/r0≤0.22。

图1 两个原子之间的位移的相对涨落Δr/r0(实线)和

平均位移对键长的偏离值rT/r0(虚线,作为对比)对温度

的依赖关系。结果表明,T∈(0,Td),rT/r0 的值变化不

大,相对涨落Δr/r0 的变化较大

3 键长对振动热容量的影响

  平均振动势能为

uvp =-
∂
∂β
lnZvp

1

=
1
2kT

1-
2exp-

1
x  

xπerf 1
x  +1      (23)

在温度区间T∈(0,Td)中,与能量均分值kT/2
的最大偏差出现在T=Td,此处uvp=0.38kT<

7
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0.5kT,即能量均分定理不再适用。如果要求

uvp>0.9kT/2  ,则温度T<0.47。
热容cvp≡∂uvp/∂T 为

cvp

k =
1
2 1-

exp-
1
x  (2+x)

x3/2 πerf 1
x  +1  

-

2exp-
2
x  

πxerf 1
x  +1  

2 (24)

注意到这个结果也具有普适性。
能量均分定理给出的结果是cvp=0.5k,当

T≈Td,有cvp=0.318k<0.5k。如果要求cvp>
0.9999k/2  ,则温度T≤0.10Td。公式(24)给
出的结果如图2所示。

图2 振动热容cvp(实线)和平均振动势能uvp(虚线,作为

对比)对温度的依赖关系。结果表明,在相对较低的温度

下,能量均分定理成立,但随着T→Td,能量均分定理渐渐

失效。这不是说能量均分定理错了,而是说,需要引入新

的因素

本节的研究清楚地给出了如下结果:如果要

求振动自由度仅仅贡献0.5k,则T≤0.1Td。这

个时候,键长的相对最大伸长量为max|ξ|=Δr≤
0.22r0。

4 讨论和结论

双原 子 分 子 的 运 动 相 当 复 杂。Landau和

Lifshitz的理论物理教程第三卷《量子力学》第十

一章专门讨论双原子分子[4],有兴趣者还可以参

考有关研究文献[5]。假设双原子分子中的电子

处在基态,仅仅考虑两个原子间的相互作用和振

动和转动之间的耦合就不简单。尽管如此,在一

些简单的情况下,振动和转动可以处理为两个单

独的运动[1,2]。尚没有文献定量讨论过键长对振

动自由度的限制。
双原子分子的振动是对原子间相互作用的简

谐近似,但是这个简谐近似的有效性是温度必须

远低于分子键能特征温度。当要求振动热容量对

能量均分定理的偏离小于10-4,即实验上难以观

测到这一偏离的时候,温度应该小于0.1Td。
对于双原子分子而言kTd 在3个电子伏特左

右[6],即Td 约为3万开。
 

0.1Td 即3千开左右。
也就是,比振动特征温度高出几百开范围内,简谐

近似是有效的。进一步升高温度,三个新效应发

挥作用:电子能级、振动的非简谐成分、振动和转

动之间的耦合。这个时候,无法分离出振动的贡

献,继续用能量均分定理讨论振动自由度对热容

量的贡献的意义就变得不太适当。
总之,双原子分子的振动自由度的简谐近似,

需要一个适当的温度区间,这个区间振动特征温

度高,要比分子键能特征温度低一个量级。
两原子的相对距离式(22)和热容量式(24)这

两个结果具有普适性。尽管每个分子的键长、振
动频率、约化质量各有不同,全部都反映在键能特

征温度Td 中,这两个结果仅仅依赖于键能特征

温度和温度的比值。

数学附录:
 

双原子分子振动转动配分函数的推导

本附录讨论一个似非而是的问题。如果能理

解本文的出发点,即振动的势能部分的配分函数

式(4)
 

,可以直接忽视本附录。但是,对于一些教

师和学生来说,配分函数式(4)远非显然,而且不

同的文献对于这一点的处理并不细致,表达式各

异。对这部分的读者而言,本附录是必要的。
从配分函数的定义出发,积分式(4)似乎应该

是一个三维积分。如果是一个三维积分,微分元
 

dr的前面应该带权重因子r2。而实际上,这里没

有这个权重因子r2。本附录就是通过严格的数

学,给出一个“奇幻”的过程:微分元的权重因子r2

并没有在定义中,然后出现在计算的中间步骤里,
最终实际上“消失”了。

在经典力学中,双原子分子的振动转动部分

的哈密顿量的一般形式为

8
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H =H1 ≡
1
2m p2

x +p2
y +p2

z  +V x,y,z  

=H2 ≡
p2

r

2m +
1
2mr2

p2
θ +

1
sin2θp

2
φ  +Vr  

其中,第一个形式写在直角坐标中,另一个在球坐

标中;一个分子在坐标原点,另外一个 在 位 置

x,y,z  ;其他符号的含义和流行文献中的含义

相同,不一一标记。经典配分函数为

Z=
1
❋3∫e-βHdω

其中,dω 为相空间的体积元。配分函数有个性质

Z=
1
❋3∭

∞

-∞

dxdydz∭
∞

-∞

e
-βH1dpxdpydpz

=
1
❋3∫

∞

0
dr∫

π

0
dθ∫

2π

0
dφ∭

∞

-∞

e
-βH2dprdpθdpφ

第二个形式有点违背直觉。为什么径向部分的积

分元是dr而不是r2dr?
 

这是因为,广义动量pθ、

pφ 本质上是角动量,也就是长度乘上动量的量

纲。因此,如果在配分函数中把广义动量的积分

完成,这个r2 才会显现出来。为了清晰地看出这

一点,计算如下积分

∭
∞

-∞

e
-βH2dprdpθdpφ

=∫
∞

-∞
e

-β
p2r
2m+V(r)  dpr  ·

∫
π

-∞
e

-β
p2θ

2mr2dpθ  ∫
2π

-∞
dpφe

-β
1

2mr2
1

sin2θ
p2φ    

=e-βV(r) 2mπ
β  2mπ

β  (2mπr2

β  
=r2sinθe-βV(r)2mπ

β  
3/2

因此,把动量部分积分完成之后,配分函数变成

Z=
1
❋3
2mπ
β  

3/2

∫
∞

0
e-βV(r)r2dr∫

π

0
sinθdθ∫

2π

0
dφ

=
4π
❋3
2mπ
β  

3/2

∫
∞

0
e-βV(r)r2dr

  为了清晰辨认出振动势能部分对内能的贡

献,研究所有的运动对能量的贡献,结果如下

u=-
∂
∂β
lnZ=

3
2kT-

∂
∂β
ln∫

∞

0
e-βV(r)r2dr  

其中,3kT/2的kT 来自两个转动自由度,kT/2
来自振动的动能部分,剩下的部分只有势能还没

有处理。相应的配分函数是

∫
∞

0
e-βV(r)r2dr

这一部分还可以进一步简化。如果两个粒子之间

的相互作用势能是理想的弹性振动,即

Vr  =
1
2mω2r2+c

其中,c为常数,
 

配分函数为

∫
∞

0
e-βV(r)r2dr=

e-βc π
2

(βmω2)3/2

如果这是正确的,则对能量的贡献是

3
2kT+c

这是荒唐的。去掉一个无关紧要的常数c,正确的

结果是接近于kT/2。荒唐结果的来源,是因为转

动部分的动能中

1
2mr2

p2
θ +

1
sin2θp

2
φ  

半径的变化范围被处理成为了r∈(0,∞)。实际

上,空间转动的半径,应该在一个确定的平均值附

近,也就是必须有

r≈r0 >0
这里r0 是力学平均值。这样,振动的势能部分相

应的配分函数是

r20∫
∞

0
e

-β
1
2mω

2(r-r0)
2  dr

由于常数部分r20 无关紧要,只需要研究积分部

分,即振动自由度的空间部分的配分函数式(4)。
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