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碗中小球问题探讨

赵德刚 卢星宇 宋泽良

(华中科技大学物理学院,湖北
 

武汉 430074)

摘 要 在大学物理的教学过程中,笔者遇到一道关于小球在光滑半球形碗内运动的问题,该
问题的常规解法是利用角动量分量守恒和机械能守恒进行求解。这种解法由于无法

给出小球运动的细节,对于初次接触角动量概念的本科生而言难以直观而深刻地理解。
本文将小球的运动在水平面内和竖直方向进行分解,系统分析了小球的受力情况、速度

的变化、能量的转化等问题,并通过数值求解拉格朗日方程给出了小球的运动轨迹。我

们的方法详尽地阐述了小球的运动过程,展示了一个更加直观和清晰的物理图像。
关键词 角动量守恒,机械能守恒,拉格朗日方程
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Abstract In
 

the
 

teaching
 

of
 

College
 

Physics,
 

authors
 

encounter
 

a
 

problem
 

about
 

a
 

small
 

ball
 

moving
 

in
 

a
 

smooth
 

hemispherical
 

bowl.
 

The
 

conventional
 

solution
 

is
 

to
 

use
 

the
 

conservation
 

of
 

one
 

component
 

of
 

angular
 

momentum
 

as
 

well
 

as
 

the
 

conservation
 

of
 

mechanical
 

energy.
 

However,
 

this
 

method
 

can􀆳t
 

demonstrate
 

the
 

details
 

about
 

movement
 

of
 

the
 

small
 

ball.
 

For
 

the
 

freshmen
 

who
 

study
 

the
 

angular
 

momentum
 

for
 

the
 

first
 

time,
 

they
 

can􀆳t
 

understand
 

this
 

method
 

intuitively
 

and
 

deeply.
 

In
 

this
 

paper,
 

the
 

motion
 

of
 

small
 

ball
 

is
 

decomposed
 

in
 

the
 

horizontal
 

plane
 

and
 

the
 

vertical
 

direction,
 

and
 

the
 

force
 

on
 

the
 

small
 

ball,
 

the
 

change
 

of
 

veloc-
ity,

 

the
 

transformation
 

of
 

energy
 

and
 

other
 

problems
 

are
 

systematically
 

analyzed.
 

In
 

addition,
 

the
 

motion
 

trajectory
 

of
 

the
 

small
 

ball
 

is
 

given
 

by
 

numerically
 

solving
 

the
 

Lagrange
 

equations.
 

In
 

this
 

method,
 

the
 

small
 

ball􀆳s
 

moving
 

process
 

is
 

demonstrated
 

in
 

detail,
 

which
 

offers
 

a
 

more
 

intuitive
 

and
 

clearer
 

physical
 

vision.
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  在很多大学物理的教材中[1,2],会看到这样一

道习题:如图1所示,将一质量为m 的小球(可视

为质点)沿半径为r 的光滑半球形碗内表面水平

投射,碗保持静止。设v0 是小球恰好能到达碗口

所需要的初速率,试求v0 作为θ0 的函数,θ0 是用

角度表示的小球的初始位置。
在一般的大学物理教科书中,该题的常规解

法是利用小球的机械能守恒以及角动量在z 方向

上的分量守恒进行求解:首先,小球只受到重力

mg 和支撑力N 的作用,支撑力不做功,机械能守

恒。其次,任意时刻的重力和支撑力都在过z 轴

的平面内[图1(b)],其相对于O 点的力矩r×
(mg+N)始终与z 轴垂直,无z 方向上的分量,
由角动量定理可知小球在z 方向上的角动量分量

231



物理与工程 Vol.32 No.6 2022

图1 碗中小球运动模型

(a)
 

示意图;
 

(b)
 

受力分析

守恒。设小球到达碗口时的速率为v,速度方向

位于水平面内(恰好到达碗口,竖直方向分量为

0),以碗口作为重力势能的零势面,于是可以列出

以下两个守恒方程。
机械能守恒

1
2mv2

0-mgrcosθ0=
1
2mv2 (1)

  角动量的z分量守恒

rsinθ0·mv0=r·mv (2)
联立式(1)和式(2)消去v,解得

v0=
2gr
cosθ0

(3)

  利用守恒定律求解该题的优点是不需要关注

小球运动的具体细节,只需要考察初末两个状态

即可。笔者在课堂教学的时候,很多学生都对该

习题提出了许多疑问,一方面是对角动量分量守

恒不理解,另一方面是对小球的运动细节不清

楚。为了清晰地还原小球运动的物理图像,笔者

将学生们的问题进行了汇总,并依次进行系统地

分析。
问题一:

 

小球为什么会向上运动?
我们将小球的运动沿水平面内(x-y 平面)和

竖直方向(z方向)分解,分别进行研究。首先考察

竖直方向上的运动。小球在初始时刻以速率v0 水

平抛出,此时刻小球在水平面内作圆周运动,支撑

力在水平面内的分量提供向心力:N∥=Nsinθ0=
mv2

0

rsinθ0
。当速率v0 足够大时,N 就足够大,支撑

力在竖直方向上的分量 N⊥=Ncosθ0 就可大于

重力mg,小球便会在竖直方向上作向上的加速运

动。而随着小球的向上运动,小球的速率会逐渐

变小(重力做负功),同时支撑力与z 轴的夹角逐

渐变大,于是支撑力在竖直方向上的分量会逐渐

变小,当其小于重力时,小球在竖直方向上开始减

速,到最终状态时,竖直方向上的速率减为0(恰好

到达碗口)。所以在竖直方向上,小球是一个变加

速度的运动过程,先加速后减速,初态和末态的速

度在z方向上的分量均为0。
问题二:

 

小 球 在 末 态 的 时 候 速 度 为 什 么 不

是0?
这道题目在未讲解之前,大部分同学都会认

为恰好到达碗口的意思是小球的水平速率和竖直

速率均为0(这是一个可以存在的状态,小球恰好

与碗壁分离,支撑力为0),于是依据机械能守恒列

出方程

1
2mv2

0-mgrcosθ0=0 (4)

解出答案

v0= 2grcosθ0 (5)
这显然是一个错误的答案! 很多同学不明白为什

么这种解法不对,也不明白为什么小球恰好到达

碗口时,仍然具有水平方向上的速度。守恒定律

不关注运动细节,这也是使用角动量分量守恒的

方法所无法给出的信息。

图2 小球运动在水平面内的投影

下面我们分析一下小球在水平投影面上的运

动状态。如图2所示,小球在运动过程中,在水平

面内所受的力大小为 N∥=Nsinθ,方向始终指向

z轴,在水平面上做了投影以后,N∥会始终指向z
轴在水平面内的投影,也就是O 点。它就构成了

一个典型的有心力系统,显然小球在水平面内的

投影运动满足对力心的角动量守恒,而且在始末

状态小球的速度方向都是在水平面内,对力心的

位矢(其大小是小球到z轴的垂直距离)与速度的

方向垂直(这里要注意的是在其他状态,位矢与速

度是不垂直的),很容易就可以针对始末状态写出

角动量守恒的表达式,即为式(2)。根据质点在有

心力作用下的运动规律可知,在碗口处,小球的水

平速度不可能为0,除非此时小球到力心的距离为

无穷大或者初始角度θ0=0,这两种情况都没有意

义。所以小球到达碗口速度恰好为0的状态是不
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可能出现的。角动量在z 方向上的分量守恒对很

多初学者来说陌生且难以理解,但是从投影运动的

角度来考虑,问题就变成了一个简单且易于理解的

有心力系统,对学生把握问题的本质大有帮助。
问题三:

 

整个过程只有竖直方向的重力在做

功,为什么最终改变的是水平方向的速度?
一般的质点运动中,什么方向上的力做功,就

会改变速度在这个方向上的分量大小,比如抛物

线运动,重力在竖直方向上做功,质点在竖直方向

上的速度分量会发生变化,而水平方向的速度分

量保持不变。而对于本题而言,情况正好相反,整
个过程只有竖直方向上的重力做负功,始末状态

的速度在竖直方向上的分量为0,没有变化,而水

平方向上的速度分量变小。为什么会发生这种情

况? 我们仍然可以在竖直方向和水平面内分别研

究做功情况。
竖直方向上,始末状态的速度均为0,根据动

能定理,此方向上合外力做功为0,于是有

Amg +AN⊥=0 (6)
即重力做的负功和支撑力在竖直方向上的分量做

的正功数值相等,完全抵消。
而在水平面的投影内,小球从半径为rsinθ0

运动到半径为r 的过程中,具有径向向外的位移

分量,而水平面内的有心力 N∥方向是径向向内

的,所以支撑力的水平分量 N∥做负功,而由于总

的支撑力不做功,所以

AN∥+AN⊥=0 (7)
联立式(6)和(7)可以得到

Amg =AN∥
(8)

式(8)说明重力做的功与支撑力水平分量做的功

相等,可以理解为过程中重力做功的效果完全转

化为支撑力水平分量做功的效果,而支撑力水平

分量做的功改变的是小球在水平面内的速度分

量,所以从整个过程来看,就体现为竖直方向上的

重力做功,转变为水平方向上速率的变化。这个

结论也很好地体现了功这个物理量的标量性:做
功不具备方向性,某一方向上的力所做的功,完全

可以转化为与之正交方向上动能(即速率)的
变化。

问题四:
 

小球到达碗口后会以什么样的方式

继续运动? 小球的运动轨迹是什么样的?
该问题中整个体系是一个保守系统,满足时

间反演对称,小球到达碗口后应该会继续运动返

回到初始水平面,然后继续在初始水平面和碗口

之间作周期性的往返运动。为了更直观地反映小

球的运动模式,我们对小球的运动方程进行求解。
小球的运动局限在半球形碗的内表面,是一个几

何约束体系,且是一个保守的力学系统,采用分析

力学的方法比较易于得到运动方程。如图1(b)所
示,小球在碗内的运动满足如下的约束方程

x=rsinθcosφ
y=rsinθsinφ
z=-rcosθ

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (9)

取θ角和φ 角作为广义坐标,有

ẋ=rcosθcosφ·̇θ-rsinθsinφ·̇φ
ẏ=rcosθsinφ·̇θ+rsinθcosφ·̇φ
ż=rsinθ·̇θ

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(10)

据此可写出质点的拉格朗日函数

L=T-V=
1
2m ẋ2 +̇y2 +̇z2  -mgz

=
1
2mr2 θ̇2+sin2θ·̇φ2  -mg -rcosθ  

(11)
代入到拉格朗日方程中即可得到描述质点运动的

微分方程

d
dt
∂L
∂̇θ  -∂L∂θ=0

d
dt
∂L
∂̇φ  -∂L∂φ=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

⇒
θ̈-sinθcosθ·̇φ2+

g
rsinθ=0

sin2θ·̈φ+sin2θ·̇θ̇φ=0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

(12)
该微分方程的初始条件为

θ(0)=θ0
φ(0)=φ0

θ̇(0)=0

φ̇(0)=
2gr
cosθ0

1
rsinθ0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(13)

我们采用Comsol
 

Multiphysics仿真软件对方程

(12)进行数值求解,不失一般性,初始条件中的参

数选择为θ0=π/3,φ0=0,g/r=1。求解出的小

球运动轨迹如图3所示,小球会以螺旋形轨道向

上运动到达碗口,随后以螺旋形轨道向下运动到

达初始水平面(并不一定会回到初始的出发点),
之后小球会沿着相同函数关系的空间曲线(因为

出发点不同,所以曲线不会重合)在初始水平面内

和碗口水平面内作周期性的往返运动。
(下转第141页)
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图3 两个周期内小球的运动轨迹

  本文所涉及的题目对初次接触角动量的大学

本科生来说是一道比较困难的习题,题目并不是

传统的质点角动量守恒问题,而是角动量的分量

  

守恒,对初学者来说很难理解。而且利用守恒定

律解题只需要考虑始末状态,不考虑运动过程的

细节,使得学生对小球的运动状态很难有感性的

认识。本文从小球的受力情况、速度变化、能量转

化等方面进行了详细的分析和讨论,并给出了小

球的实际运动轨迹,直观地展示小球的运动状态,
可以帮助学生更深刻地理解本问题的物理本质。
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