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从微观角度理解顺磁介质的非线性性质

徐梓玚 熊跃龙 王 鑫 刘全慧

(湖南大学物理与微电子科学学院理论物理研究所,湖南
 

长沙 410082)

摘 要 假设磁矩和外磁场之间的相互作用服从量子力学,可以建立顺磁介质的微观模型。简

单的微观模型是,外磁场中的近独立自旋粒子系统。统计物理计算结果发现磁化率和

磁场的关系一般来说为具有非线性性质。
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Abstract Assuming
 

that
 

the
 

interaction
 

between
 

the
 

magnetic
 

moment
 

and
 

the
 

external
 

mag-
netic

 

field
 

obeys
 

quantum
 

mechanics,
 

the
 

microscopic
 

model
 

of
 

paramagnetic
 

medium
 

can
 

be
 

established.
 

The
 

simple
 

microscopic
 

model
 

is
 

a
 

nearly
 

independent
 

spin
 

particle
 

system
 

in
 

the
 

external
 

magnetic
 

field.
 

Statistical
 

physical
 

calculation
 

results
 

show
 

that
 

the
 

relationship
 

be-
tween

 

magnetic
 

susceptibility
 

and
 

magnetic
 

field
 

is
 

generally
 

nonlinear.
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  在大学物理学教材中的电磁学部分中,电磁

介质是必不可少的部分。最简单的电磁介质具有

线性、均匀性和各向同性这三个性质。实际上,并
不存在这种介质。那么,电磁介质在什么条件下

具有线性性质呢? 理解电磁介质,必须建立起微

观模型,然后利用统计物理重构宏观关系。本文

将主要研究最简单的磁介质模型,介质依然具有

均匀性和各向同性,且不涉及铁磁质。
统计物理中最简单的顺磁性固体由大量近独

立的粒子组成,每个粒子带有自旋,因而具有固有

磁矩,大小为μ,和外磁场B 之间具有相互作用

U=-μzB,这里的磁场方向设为z 方向,就只要

考虑磁矩在外场方向的投影。在经典力学和量子

力学中,磁矩和外磁场相互作用的能量结果不同,
前者是连续的,后者是分立的。在量子力学中,分
立的能级近似连续时,量子力学结果过渡到经典

力学结果。近独立定域系统服从的统计规律是玻

尔兹曼统计。
本文第1节将介绍磁化率的统计物理定义。

第2节介绍带任意自旋的粒子定域系统的磁化

率,其中分别给出了自旋1/2粒子和很大自旋粒

子的明显结果。第3节是简单的讨论和结论。

1 磁化率的统计物理定义

为了研究大量近独立带自旋粒子系统的磁

化,需要把这个磁矩系统放在外场B 中。统计物
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理可以给出每个粒子的平均磁矩􀭵μ,设粒子的体

密度为n,则磁化强度M=n􀭵μ,磁化率χ 可以定义

为

χ=
∂􀮄M
∂B

(1)

让χ=nχ1,χ1≡χ/n 是一个方便的记号

χ1=
∂􀭵μ
∂B

(2)

这个量是每个粒子对磁化率的平均贡献。注意到

磁化率是一个响应函数,是磁化强度的涨落的一

个定量刻画,满足如下关系[1,2]

M2- 􀮄M  2=kT∂
􀮄M
∂B =kTχ (3)

因此,式 1  是磁化率在统计物理中的定义式。涨

落是现代统计物理中的核心概念,把涨落和唯象

量联系起来,是现代统计物理最本质的内容之一。
对于近独立的磁矩组成的系统,式 2  给出

μ2-􀭵μ  2=kT∂􀭵μ∂B=kTχ1 (4)

把式 2  和粒子数涨落的公式[2]进行比较,会发现

χ 相当于等温压缩系数κT。χ 和κT 有同样的临

界指数约1.3[2],在英文文献中常常用同样的单词

susceptibility。这个单词有敏感性这一含义。在

磁介质中,敏感性指的是,当外磁场改变时,磁介

质磁化强度如何涨落。
电磁学中,常常通过比值形式定义磁化率

χ=
M
B =n􀭵μB

(5)

注意到式 5  和式 2  之间有细微的差别。当外场

方向反向时,磁化方向会改变,但各向同性介质的

磁化率不变。因此,磁化率χ 按弱场B 展开的时

候,不含B 的奇数次方项,
χ=χ(0)+χ(2)B2+χ(4)B4+… (6)

会发现􀭵μ/B 和∂􀭵μ/∂B 这两个量的零阶部分相等,
在高阶部分有数值系数上的差别。所谓线性介

质,指的是

χ≈χ(0), 或M ≈χ(0)B (7)
也就 是,对 于 线 性 介 质,磁 化 率 的 两 种 定 义,
式 2  和式 5  ,没有差别。一个自然的问题是,从
微观角度,式 6  成立吗? 第2节将研究最简单的

模型出发,结果表明式 7  不成立。其实,从更加

一般性的意义上,从文献[3]及其参考文献可知,
几乎没有线性介质。

2 具有带任意自旋粒子的定域系统

给定外磁场方向,自旋为1/2粒子的磁矩只

有和外场相同和相反这两个方向;自旋为1粒子

的磁矩除了和外场相同和相反这两个方向,还有

一个磁矩方向和外场垂直;以此类推。而所谓外

场中带高任意自旋粒子的定域系统指的是,系统

由大量近独立的磁矩组成,每个磁矩的固有磁矩

为μc,引入一个方便的记号μj≡μc/j(j+1),
(j=1/2,1,3/2,2,…),给定一个j,μj 沿磁场方

向有2j+1个指向,磁矩的投影的大小为

μz(m)=mμj (m=-j,-j+1,…j) 
(8)

和磁场的相互作用能级为

εm =-μz m  B=-mμjB (9)
  单粒子的配分函数是,

Z1=∑
j

m= -j
expmμjB

kT  (10)

注意,配分函数中的求和是对所有量子态进行,
m=-j,-j+1,…j-1,j。这个配分函数可以写

成闭合形式,而且磁化强度可以一般性地表达成

为布里渊函数[2,3],在磁矩和外场的相互作用服从

经典力学的时候,这个函数是郎之万函数。尽管

布里渊函数、郎之万函数等都实际出现在本文中,
但由于它们本质上都是初等函数,不引入这些函

数不会影响本文的讨论。
每个粒子的平均磁矩μj 为

μj =
1
Z1
∑
j

m= -j
μzexpmμjB

kT  
=
1
Z1
∑
j

m= -j
mμjexpmμjB

kT  
=kT ∂

∂BlnZ1 (11)

每个粒子磁矩的涨落为

μ2
j -μj  2=

1
Z1
∑
j

m= -j
mμj  2expmμjB

kT  -
1
Z1
∑
j

m= -j
mμjexpmμjB

kT  􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 2

=kT∂􀭵μ∂B
(12)

立即看出式 12  就是式 3  或者式 4  的具体体现。
下面研究两种极限情况,首先研究自旋1/2

粒子的定域系统,然后研究粒子的自旋量子数很
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大的定域系统。

2.1 自旋1/2粒子系统

自旋1/2粒子即粒子的自旋量子数为j=
1/2,每个粒子带有固有磁矩μ 且这个磁矩沿磁场

只有向上和向下两个指向。根据式 10  ,Z1=
exp -μB/kT  +expμB/kT  。每个粒子的平

均磁矩为[1,2]

􀭵μ=μtanhμB
kT  (13)

每个粒子对磁化率的平均贡献为

χ1=
1
kT μsechμB

kT  􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 2 (14)

每个粒子磁矩的涨落是

μ2-􀭵μ  2=μ2 1-tanhμB
kT  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 2  
= μsechμB

kT  􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 2 (15)

其中μ2=μ2,这是由于磁矩无论指向向上还是指

向向下,大小都是一样。
很明显,式 14  给出的χ1 对外场B 的依赖

关系是非线性的,也就是不满足式 6  。为了更为

清晰地看出这一点,我们把有关结果画在图1和

图2中,其中虚线是顺磁性介质经典理论即郎之

万理论的结果。为了方便和经典结果进一步比

较,现在把χ1 按弱场做泰勒展开,这个弱场用无

图1 磁矩􀭵μ(单位为μ)作为μB/kT 的函数。极端量子

情况(自旋1/2粒子,实线)和经典情况(郎之万理论,虚
线)之间只有定量的差别

量纲磁感应强度μB/kT 较小来表征

χ1=μ2

kT -μB
kT  

2μ2

kT +
2
3

μB
kT  

4μ2

kT +

O μB
kT  

6􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 (16)

很明显,只有弱场μB/kT→0的极限下,磁化强度

M 是磁场B 的线性函数,M ≈ nμ2/kT  B。

图2 χ1 (单位为μ2/kT)作为μB/kT 的函数。极端量子

情况(自旋1/2粒子系统,实线)和经典情况(郎之万理

论,虚线)之间只有定量的差别

2.2 自旋量子数很大粒子的定域系统

所谓粒子的自旋量子数很大,即式 9  中j≫
1,配分函数是Z1[式 10  ]可以化为积分

Z1=∑
j

m= -j
expmμjB

kT  Δm
≈∫

j

m= -j
expmμjB

kT  dm
≈

kT
μjB∫

j

m= -j
exp

mμjB
kT  d mμjB

kT  
≈2

kT
μjB
sinhjμjB

kT  (17)

每个粒子平均磁矩为

μj =kT
∂lnZ1

∂B =jμjcoth
Bjμj

kT  -kT
B

=μccoth
Bμc

kT  -kT
B

(18)

每个粒子对磁化率的贡献为

χ1=
∂μj

∂B =
1
B2- μc

kT  
2

csch
Bμc

kT  
2

(19)

这是顺磁性的郎之万理论[2]。式 19  中χ1 对外

场B 的依赖关系是非线性的。把χ1 进行弱场展

开到无量纲磁感应强度μB/kT 的四阶项

χ1=
1
3

μ2
c

kT -
1
15

μcB
kT  

2μ2
c

kT +
2
189

μcB
kT  

4μ2
c

kT +

O μcB
kT  

6􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 (20)

很明显,只有零场μB/kT→0的极限下,磁化强度

是磁场的线性函数。最低项即顺磁性的居里定律

M ≈ nμ2
c/3kT  B,也就是所谓的线性性质。

通过比较式20  和式16  ,可以发现如下两点。
(下转第33页)

32



物理与工程 Vol.32 No.6 2022

[11] 洪光烈,张寅超,周孟然,等.基于Raman激光雷达反演大

气污染气体浓度几种方法[J].光谱学与光谱分析,2006,
 

(7):1249-1252.
HONG

 

G
 

L,
 

ZHANG
 

Y
 

C,
 

ZHOU
 

M
 

R,
 

et
 

al.
 

Method
 

for
 

retrieving
 

pollution
 

gas
 

concentration
 

from
 

Raman
 

lidar
 

return[J].
 

Spectroscopy
 

and
 

Spectral
 

Analysis,
 

2006,
 

(7):
 

1249-1252.
 

(in
 

Chinese)
[12] WU

 

Y
 

X,
 

MAO
 

N
 

N,
 

XIE
 

L
 

M,
 

et
 

al.
 

Identifying
 

the
 

crystalline
 

orientation
 

of
 

black
 

phosphorus
 

using
 

angle-re-
solved

 

polarized
 

Raman
 

spectroscopy[J].
 

Angewandte
 

Chemie
 

International
 

Edition,
 

2015,
 

54:
 

2366-2369.
[13] TAN

 

Q
 

H,
 

SUN
 

Y
 

J,
 

LIU
 

X
 

L,
 

et
 

al.
 

Breakdown
 

of
 

Ra-
man

 

selection
 

rules
 

by
 

Fröhlich
 

interaction
 

in
 

few-layer
 

WS2[J].
 

Nano
 

Research,
 

2021,
 

14:
 

239-244.
[14] ZHANG

 

J.
 

Single
 

photon-chiral
 

phonon
 

entanglement
 

in
 

monolayer
 

WSe2[J].
 

Journal
 

of
 

Semiconductors,
 

2019,
 

40(7):
 

070404.
[15] CONG

 

X,
 

LIU
 

X
 

L,
 

LIN
 

M
 

L,
 

et
 

al.
 

Application
 

of
 

Ra-
man

 

spectroscopy
 

to
 

probe
 

fundamental
 

properties
 

of
 

two-
dimensional

 

materials[J].
 

npj
 

2D
 

Materials
 

and
 

Applica-
tions,

 

2020,
 

4:
 

13.
[16] 吴娟霞,

 

谢黎明.
 

二维材料的拉曼光谱研究进展[J].
 

科学

通报,
 

2018,
 

63(35):
 

3727-3746.
WU

 

J
 

X,
 

XIE
 

L
 

M.
 

Progress
 

on
 

Raman
 

spectroscopy
 

of
 

two-dimensional
 

materials[J].
 

Chinese
 

Science
 

Bulletin,
 

2018,
 

63(35):
 

3727-3746.
 

(in
 

Chinses)
[17] WANG

 

Y,
 

XIAO
 

J,
 

ZHU
 

H
 

Y,
 

et
 

al.
 

Structural
 

phase
 

transition
 

in
 

monolayer
 

MoTe2
 

driven
 

by
 

electrostatic
 

do-

ping[J].
 

Nature,
 

2017,
 

550:
 

487-491.
[18] ZHU

 

J
 

Q,
 

WANG
 

Z
 

C,
 

YU
 

H,
 

et
 

al.
 

Argon
 

plasma
 

in-
duced

 

phase
 

transition
 

in
 

monolayer
 

MoS2[J].
 

Journal
 

of
 

the
 

American
 

Chemical
 

Society,
 

2017,
 

139(30):
 

10216-
10219.

[19] CHEN
 

S
 

Y,
 

GOLDSTEIN
 

T,
 

VENKATARAMAN
 

D,
 

et
 

al.
 

Activation
 

of
 

new
 

Raman
 

modes
 

by
 

inversion
 

symmetry
 

breaking
 

in
 

type
 

II
 

Weyl
 

semimetal
 

candidate
 

T'-MoTe2
[J].

 

Nano
 

Letters,
 

2016,
 

16(9):
 

5852-5860.
[20] SONG

 

Q
 

J,
 

TAN
 

Q
 

H,
 

ZHANG
 

X,
 

et
 

al.
 

Physical
 

origin
 

of
 

Davydov
 

splitting
 

and
 

resonant
 

Raman
 

spectroscopy
 

of
 

Davydov
 

components
 

in
 

multilayer
 

MoTe2[J].
 

Physical
 

Review
 

B,
 

2016,
 

93:
 

115409.
[21] CHEN

 

Y
 

F,
 

DUMCENCO
 

D
 

O,
 

ZHU
 

Y
 

M,
 

et
 

al.
 

Com-

position-dependent
 

Raman
 

modes
 

of
 

Mo1-xWxS2
 

monolay-
er

 

alloys[J].
 

Nanoscale,
 

2014,
 

6:
 

2833-2839.
[22] WEN

 

W,
 

ZHU
 

Y
 

M,
 

DANG
 

C
 

H,
 

et
 

al.
 

Raman
 

spectro-
scopic

 

and
 

dynamic
 

electrical
 

investigation
 

of
 

multi-state
 

Charge-Wave-Density
 

phase
 

transitions
 

in
 

1T-TaS2[J].
 

Nano
 

Letters,
 

2019,
 

19(3):
 

1805-1813.
[23] WANG

 

X
 

S,
 

LIU
 

H
 

N,
 

WU
 

J
 

X,
 

et
 

al.
 

Chemical
 

growth
 

of
 

1T-TaS2
 

monolayer
 

and
 

thin
 

films:
 

Robust
 

Charge
 

Den-
sity

 

Wave
 

transitions
 

and
 

high
 

bolometric
 

responsivity[J].
 

Advanced
 

Materials,
 

2018,
 

30:
 

1800074.

■

(上接第23页)

第一,二者之间只有定量上的差别,说明顺磁性材

料本质上都是非线性介质。第二,只有当弱场条

件μB/kT≪1下的时候,介质的线性性 质,即
式 6  ,才能成立。另言之,顺磁介质一般来说具

有非线性性质。

3 结语

从本质上说,磁矩和外磁场相互作用服从量

子力学。本文通过建立顺磁介质的微观模型,发
现顺磁材料模型给出的磁化率对外场具有非线性。
这说明非线性性质具有普遍性而线性性质仅仅是

特殊情况。这个结论,和粒子自旋的大小无关。
最后简单讨论物理教学中分析物理问题的方

法。我们认为,本科层次剖析一个物理问题时,基
本方法应该包括“三把手术刀”,第一是“原理刀”;
第二是“微观刀”;第三是“动力学刀”。在本问题

中,我们分析了顺磁介质是否具有非线性磁响应

性质的问题。首先认为,磁矩和外磁场相互作用

服从量子力学。如果当磁矩和外磁场相互作用的

力学是经典力学时,系统的热容量在低温的时候,
不满足热力学第三定律。这就是利用到了“原理

刀”。当我们碰到两个磁化率的定义式时,我们利

用了“微观刀”,即使磁化率这样一个宏观物理量,
本文也利用了微观定义式 2  。在本问题中,“动
力学刀”也是有用的。这体现在磁场B 不能变化

太快,以至于感应电场效应可忽略。因此,本问题

就充分说明了“三把手术刀”剖析法的有效性。当

然,物理学不止这“三把刀”。要产生新的物理,还
需要考虑极端情况,例如超强外场、极低温度,等
等。但是这些属于比较高级的技术,超出了本科

教学的层次,不在这里讨论。
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