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从Duhamel原理观点看Duhamel积分

王怀磊

(南京航空航天大学机械结构力学及控制国家重点实验室,江苏
 

南京 210016)

摘 要 本文研究数学物理中的Duhamel原理(齐次化原理)与单自由度线性振动系统中的

Duhamel积分之间的内在联系。从一般Duhamel原理思想出发,导出了Duhamel原

理应用于单自由度线性振动系统时的两种积分形式,称为第一积分形式和第二积分形

式。提出了贡献度函数的概念,探讨了两种不同贡献度函数及相应的两种积分形式的

物理意义及各自之间的相互关系。通过进一步求解贡献度函数,揭示出单自由度振动

系统中与Duhamel原理积分形式所对应的具体数学表达式即为系统的Duhamel积

分,最后基于贡献度函数概念总结了Duhamel积分的物理意义。
关键词 线性振动;Duhamel积分;Duhamel原理;Duhamel原理积分形式;贡献度函数
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Abstract This
 

paper
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internal
 

relationship
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the
 

Duhamel
 

principle
 

(homog-
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in
 

the
 

method
 

of
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physics
 

and
 

the
 

Duhamel
 

integral
 

for
 

the
 

solution
 

of
 

linear
 

vibration
 

systems
 

of
 

single
 

degree
 

of
 

freedom.
 

Starting
 

from
 

the
 

general
 

idea
 

of
 

Duhamel
 

principle,
 

two
 

integral
 

forms
 

are
 

derived
 

when
 

Duhamel
 

principle
 

is
 

applied
 

to
 

a
 

single
 

degree
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freedom
 

linear
 

vibration
 

system,
 

namely
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first
 

integral
 

form
 

and
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The
 

concept
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is
 

proposed,
 

and
 

the
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and
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are
 

discussed.
 

By
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Du-
hamel

 

integral
 

is
 

summarized
 

through
 

the
 

contribution
 

function.
Key

 

words linear
 

vibration;
 

Duhamel
 

integral;
 

Duhamel􀆳s
 

principle;
 

integral
 

form
 

of
 

Duhamel􀆳s
 

principle;
 

contributing
 

function

收稿日期:
   

2022-04-03;
 

修回日期:
   

作者简介:
  

王怀磊,男,副教授,主要从事分析力学及数学物理相关教学科研工作,whlay@nuaa.edu.cn。
引文格式:

  

王怀磊.
 

从Duhamel原理观点看Duhamel积分[J].
 

物理与工程,2022,32(6):16-20.
Cite

 

this
 

article:
 

WANG
 

H
 

L.
 

Duhamel
 

integral
 

in
 

the
 

perspective
 

of
 

Duhamel􀆳s
 

principle[J].
 

Physics
 

and
 

Engineering,
 

2022,
 

32(6):
 

16-
20.

 

(in
 

Chinese)

  在振动理论中,求解线性系统任意激励响应

的积分公式称为Duhamel积分。不仅如此,Du-
hamel积分还广泛应用于物理、信息、控制等许多

其他学科,且名称多样,如卷积积分,叠加积分,褶
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合积分,加权游动平均,Faltung积分等。随着学

术的不断发展,Duhamel积分还被推广应用于Ba-
nach空间 和 分 数 阶 微 分 方 程 的 研 究[1-3]。Du-
hamel积分的理论价值和重要性在于在它是一个

具有高度概括性和普遍性的原理性公式。简要而

言,其物理意义可总结为一句话,即:线性系统对

任意激励的响应等于其单位脉冲响应与外激励的

卷积[4]。

Duhamel积分以法国数学家、物理学家Jean-
Marie-Constant

 

Duhamel
 

(1797—1872)
 

的名字

命名,因此一般人们会认为它是由Duhamel最早

提出的。然而事实却并非完全如此。据记载[5],

Duhamel在1834年研究弦的振动问题时受到牛

顿力学冲量定理的启发,将外力的瞬时作用转变

为弦的速度瞬时增量,从而将方程齐次化并导出

了弦振动的积分表达式。其后,他在求解带热源

的热传导方程时又运用热传导实验定律(牛顿冷

却定律)对方程的非齐次项进行齐次化,从而推广

了Fourier定理,发展出了具有普遍意义的处理线

性非齐次演化方程的方法,被称为 Duhamel原

理,又称为冲量原理或齐次化原理[6-8]。这就说

明,Duhamel所发现的原理最初是针对求解波动

方程、热传导方程等偏微分方程提出的,其数学形

式并非振动理论中使用的Duhamel积分。
振动理论中的Duhamel积分是通过将外激

励分解成无穷多个微冲量作用,再对求得的各微

冲量响应进行积分叠加而求得[9-16]。这种方法的

基本物理思想虽与Duhamel原理一脉相承,但没

有论及Duhamel积分与Duhamel原理最初的数

学表达形式之间的关系,从理论体系的完整性角

度来看,它们之间似乎还缺少一个尚未展示的逻

辑链条。事实上,由于常微分方程描述的线性振

动系统可视为不含空间变量的特殊偏微分方程,
因此,Duhamel积分理应可视为Duhamel原理的

一个约化特例和降维应用,或者说Duhamel积分

应可从Duhamel原理的数学形式约化出来。基

于此,本文以Duhamel原理为出发点进行数学演

绎,给出Duhamel原理视角下的Duhamel积分形

式,揭示其与Duhamel积分之间的关系,并基于

此对Duhamel积分在振动理论中的物理意义进

行更为全面系统的分析,以期达到更加完整深刻

地理解Duhamel积分以及将之与数学物理方法

的相关知识体系融会贯通的目的。

1 Duhamel原理第一积分形式

考虑如下零初值单自由度受迫振动系统

m̈u(t)+ċu(t)+ku(t)=f(t), t>0

u(0)=0, ̇u(0)=0  

(1)
由δ函数的筛选性质,外激励f(t)可表示为

f(t)=∫
t

0
f(τ)δ(t-τ)dτ, t>0 (2)

根据Duhamel原理的基本思想[6-8],从形式上看,既
然外激励可以表示成积分的形式,可以猜想系统的

响应也可表示为某种积分的形式,因此我们有下面

的定理,此处称之为Duhamel原理第一积分形式。
定理1:方程(1)的解可表示为

u(t)=∫
t

o
v(t,τ)dτ=∫

t

o
v(t,t-τ)dτ (3)

其中,v(t,τ)满足方程

m̈v(t,τ)+ċv(t,τ)+kv(t,τ)=f(τ)δ(t-τ),

            τ∈ [0,t], t>0

v(0,τ)=0, ̇v(0,τ)=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(4)
其中,‘·’是指对变量t求导。

证明:首先,根据冲量法思想可知方程(4)等
价于如下系统

m̈v(t,τ)+ċv(t,τ)+kv(t,τ)=0,

            τ∈ [0,t], t>0

v(τ,τ)=0, ̇v(τ,τ)=f(τ)/m

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(5)
对式(3)第一等式两端求导,同时考虑方程(5)的
第一个初值条件,得

u̇(t)=∫
t

0
v̇(t,τ)dτ+v(t,τ)τ=t=∫

t

0
v̇(t,τ)dτ

(6)
由式(3)和式(6)可知u(0)=0,̇u(0)=0。继续对

式(6)两端关于t求导,同时考虑方程(5)的第二

个初值条件,得

ü(t)=∫
t

0
v̈(t,τ)dτ+v̇(t,τ)τ=t

=∫
t

0
v̈(t,τ)dτ+f(t)/m (7)

将式(3)、式(6)、式(7)代入方程(1)左端,并利用

方程(5)得
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m̈u(t)+ċu(t)+ku(t)

=∫
t

0
m̈v(t,τ)+ċv(t,τ)+kv(t,τ)  dτ+f(t)

=f(t) (8)

这就证明了u(t)=∫
t

0
v(t,τ)dτ的确是方程(1)的

解。进一步作变换τ'=t-τ,则有

u(t)=∫
t

0
v(t,τ)dτ=∫

t

0
v(t,t-τ)dτ (9)

  需要指出的是,方程(4)虽然在形式上仍是振

动系统,但外激励f(τ)的量纲是力,而非冲量,因
此其激发的响应v(t,τ)不再具有位移量纲。事实

上,由于系统是线性的,脉冲力f(τ)dτδ(t-τ)激
发的响应即为v(t,τ)dτ,它应具有位移量纲,因
此v(t,τ)具有速度量纲。需要注意的是,v(t,τ)
与原系统的速度响应u̇(t)并不是一个概念,它是

τ时刻脉冲对t时刻响应贡献能力的一种度量,
并不具有任何快慢的意义,因此,本文将v(t,τ)称

为贡献度函数。不难看出,积分∫
t

o
v(t,τ)dτ 和

∫
t

o
v(t,t-τ)dτ分别是从0~t和从t~0的方向对

各时刻脉冲激励的响应贡献求和。

2 Duhamel原理第二积分形式

如果将f(τ)δ(t-τ)整体上看作广义函数,
联想到狄拉克δ函数的一个数学性质[17]

f(t)δ(t)=f(0)δ(t)
或 f(t)δ(t-τ)=f(τ)δ(t-τ) (10)
可将方程(4)右端的脉冲激励项换成f(t)δ(t-
τ),得到与其等价的方程

m̈v(t,τ)+ċv(t,τ)+kv(t,τ)=f(t)δ(t-τ),

                t>τ>0

v(0,τ)=0, ̇v(0,τ)=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(11)

  方程(11)与方程(4)右端的激励项虽在数学

表达上略有不同,但它们的物理意义相同,其本质

都是通过δ函数将f(t)在τ 时刻的脉冲筛选出

来。方程(4)是已筛选出脉冲f(τ)dτ 的形式,而
方程(11)则是筛选前或正在筛选的形式,表示脉

冲激励尚未作用完成,在脉冲作用完毕的瞬间,方
程(11)即变为方程(4)。由此可以得到如下Du-
hamel原理第二积分形式。

 

定理2:方程(1)的解可表示为

u(t)=∫
t

o
w(t-τ,τ)dτ=∫

t

o
w(τ,t-τ)dτ

(12)
其中,w(t',τ)是另外一种形式的贡献度函数,满
足方程

 m̈w(t',τ)+ċw(t',τ)+kw(t',τ)

=f(t'+τ)δ(t')

w(0,τ)=0, ̇w(0,τ)=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁  

(13)

  证明:可完全仿照定理1的证明过程验证

u(t)=∫
t

o
w(t-τ,τ)dτ的确是方程(1)的解。或

者换一个角度,若对方程(11)作变量代换t'=t-
τ>0,并令w(t',τ)=v(t'+τ,τ),则可直接得到

w(t',τ)满足方程(13)。根据变量代换,又可得到

w(t-τ,τ)=v(t,τ), w(τ,t-τ)=v(t,t-τ)
(14)

从而由式(3)知式(12)成立。
由于Duhamel积分的计算本质是 0,t  内的

各脉冲响应的并行叠加[18],因此,任何τ时刻单独

发生的脉冲激励都可视为发生于0时刻。而方

程(4)与方程(13)之间的关系恰恰在于,方程(4)
中原在各不同t=τ 时刻发生的脉冲激励在方

程(13)中通过时间平移t'=t-τ全部拉回到或视

为在零时刻t'=0发生。此时,t'实际上表示的是

从τ时刻开始的计时时长(称为计时时间)。因

此,w(t',τ)是以计时时间t'的方式描述τ时刻的

脉冲对t时刻响应的贡献度。
这里需指出,虽然方程(4)和方程(11)是等价

的,但在定理2的证明中并未对方程(4)进行变量

代换。如果这样做,则会得到如下方程

 m̈w(t',τ)+ċw(t',τ)+kw(t',τ)

=f(t-t')δ(t')

w(0,τ)=0, ̇w(0,τ)=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 (15)

  上式解为w(t',t)=f(t)h(t')。可以看出,
这种变换得出的结果是没有意义的,或者说是错

误的。原因在于,方程的变量代换只能施加于未

求解的方程,而方程(4)中的f(τ)δ(t-τ)这种已

筛选后的形式实际上表示已经对方程进行了部分

求解,再进行变量代换必然会引起符号系统的混

乱与错误。这也是前文中引入并论述方程(11)的
意义所在。
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3 贡献度函数表达式

上述讨论给出的是具有一般意义的Duhamel
原理的两种积分形式,但并未给出贡献度函数的

具体表达式。对于一般的偏微分方程,其贡献度

函数比较难以求解,但由于此处v(t,τ)不含空间

变量,因此其具体表达式很容易求出来。事实上,
求解线性微分方程(5),并利用等式(14)可知

w(t-τ,τ)=v(t,τ)=f(τ)h(t-τ) 
(16)

其中,h(t-τ)为系统的单位脉冲响应[9]。进一步

将上式中的τ用t-τ代换得

w(τ,t-τ)=v(t,t-τ)=f(t-τ)h(τ)
(17)

从而由定理1或定理2可知,方程(1)的解即为

u(t)=∫
t

0
f(τ)h(t-τ)dτ=∫

t

0
f(t-τ)h(τ)dτ

(18)
上式即为通常所见的Duhamel积分。

可以看出,Duhamel原理不但对于单自由度

线性振动系统仍然成立,而且其两种积分形式的

具体数学表达式就是通常所说的Duhamel积分。
第一形式中的v(t,τ)和第二形式中的w(t-τ,τ)
分别以绝对时间t和计时时间t-τ描述τ时刻的

脉冲激励对系统t时刻响应的贡献度,而第一形

式中的v(t,t-τ)和第二形式中的w(τ,t-τ)则
分别以绝对时间t和计时时间τ描述表示t-τ时

刻的脉冲激励对系统t 时刻响应的贡献度。将

f(τ)h(t-τ)或f(t-τ)h(τ)中的两个自变量分

别与其对应的第二形式中的贡献度函数相比较,
可知外激励函数f(·)的自变量为脉冲时刻对应

的绝对时间,而单位脉冲响应函数h(·)的自变

量则为自脉冲激励开始的计时时间。
式(16)还表明,当脉冲激励时刻τ固定后,其

对其后任一t时刻产生的响应贡献度都只与二者

的时间差t-τ有关。在此意义下,Duhamel积分

的计算过程可形象地总结为:将激励在[0,t]内分

成n 个脉冲激励f(τi)dτ,同时做出n 个相同的

零初值系统,将这n 个不同的脉冲f(τi)dτ 分别

施加在各自系统上,每个系统均单独从零开始计

时,对施加脉冲f(τi)dτ的系统计时到t-τi 时记

录其响应值,再将记录的各响应值进行代数相加

即为原系统在t时刻的响应。此过程从另外一个

角度再次反映出Duhamel积分计算过程中蕴含

的并行叠加思想[18]。

4 结语

Duhamel原理作为一种基本的数学物理原

理,将其应用到单自由度线性振动系统,可以得到

Duhamel原理视角下两种不同的积分形式,它们

是同一物理计算过程的两种不同表达形式,且其

具体数学表达式即为通常的 Duhamel积分。因

此,振动理论中的Duhamel积分就是一般偏微分

方程的 Duhamel原 理 在 常 微 分 方 程 中 的 约 化

结果。
 

Duhamel原理积分形式或 Duhamel积分中

的被积函数事实上是脉冲激励对响应的贡献度,
而两种不同形式的贡献度函数分别是以绝对时间

和计时时间为变量描述脉冲激励对系统响应的贡

献,二者在数学形式上具有非常优美的对称关系,
并具有相同的物理本质。

希望本文有助于读者全面深刻地理解 Du-
hamel积分的理论来源及物理意义,以期达到将

之与数学物理方法中的相关经典理论体系融会贯

通的目的。由于线性多自由度振动系统与单自由

度振动系统的响应具有相似的表达形式,因此文

中所作分析不难推广到多自由度线性振动系统。
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