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弹性力学中主矢量及主矩正负号的统一表达

刘章军 阮鑫鑫

(武汉工程大学土木工程与建筑学院,湖北
 

武汉 430074)

摘 要 在弹性力学中,由于未明确给出主矢量和主矩的正负号统一规定,在分析不同的问题

时容易产生混淆。为此,首先考察材料力学中内力的正负号规定,并详细剖析在不同

坐标系下材料力学中内力正负号规定所导致的差异性。同时,建议弹性力学中用应力

分量来定义主矢量和主矩的正负号,从而实现材料力学与弹性力学问题解答的一致

性。最后,通过对4个弹性力学典型应用实例的分析,进一步阐明所建议的主矢量和

主矩正负号规定的统一性。实践表明,该统一表达可有效帮助学生理解力学概念,分
析力学问题,教学效果显著。
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  力学教学中常常会遇到用正号还是负号表述

的纠结[1],专业物理力学教师对此尚且能够理解,
但对于初学物理力学课程的学生而言,则更需要

清晰一致的表述来加强他们对物理力学概念的理
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解。由于材料力学中已经明确规定了内力主矢量

及主矩的正负号[2,3],因此,应该直接采用材料力

学中的正负号规定,还是重新定义主矢量和主矩

的正负号,是弹性力学教学实践中经常面临的一

个困扰[4]。一方面,弹性力学中基本物理量的正

负号规定,有的与材料力学相同,有的又不完全相

同,例如,正应力分量的正负号规定相同,但切应

力分量的正负号规定不完全相同[5];同时,在弹性

力学的一些问题中对此具有专门的定义,例如,薄
板弯曲问题中的内力正负号规定[6],这就使得弹

性力学关于内力和外力的主矢量及主矩的正负号

规定很不统一,令人混淆。另一方面,在比较材料

力学解答与弹性力学解答的差异性时,又必须考

虑弹性力学与材料力学关于应力分量以及内力正

负号规定的一致性问题,进而带来诸多不便。
鉴于此,本文首先仔细考察了材料力学中内

力正负号规定的优缺点,并深入剖析不同坐标系

下材料力学内力正负号规定所带来的差异性,以
及产生其差异性的原因。在此基础上,针对弹性

力学研究对象的复杂性,提出了用应力分量的正

负号规定来定义内力以及外力的主矢量和主矩的

正负号,从而使得不同的弹性力学问题能够得到

统一处理,同时也有效地解决了弹性力学解答与

材料力学解答的一致性问题。

1 材料力学中内力的正负号规定

在材料力学中,通常根据变形特征来规定内

力的正负号。例如,教材[2]、[3]给出了轴力、扭
矩、剪力和弯矩的正负号规定,具体如下:轴力是

以引起轴向伸长变形时为正,扭矩是以使杆的纵

向线在某一段内有变成右手螺旋线的趋势时为

正,剪力是以引起dx 微段有左端向上而右端向下

的相对错动时为正,弯矩是以引起dx 微段的下半

部纵向受拉时为正;反之为负。材料力学关于内

力主矢量及主矩的正负号规定,其合理性主要体

现在3个方面:一是直观地将内力与自身的变形

联系在一起,便于建立力学概念;二是体现了作用

与反作用原理以及右手螺旋法则,例如,扭矩也可

以按右手螺旋法则来定义其正负号;三是由内力

的正负号规定可以直接延伸到杆端边界处外力主

矢量及主矩的正负号规定,这样在直杆两端上外

力主矢量及主矩的正方向刚好相反。
然而,材料力学关于内力和杆端外力的主矢

量及主矩的正负号规定,未能与坐标系联系起来,
因而不能反映数学逻辑关系,这为材料力学后续

学习带来一定的不便。例如,在研究梁弯曲的位

移时,由于挠度、转角以及曲率均与坐标系有关,
其正负号是在给定的坐标系下规定的。为了清晰

地阐明这一点,以材料力学中矩形截面简支梁受

均布荷载q0 的弯曲为例,其中取梁的截面宽度

b=1,忽略梁的自重。现去掉支座而直接用支反

力代替,对于图1和图2所示的两种坐标系,按照

材料力学中内力和杆端外力的主矢量及主矩的正

负号规定来分析,其中梁两端的剪力均已按正向

来表示。

图1 顺时针坐标系下材料力学内力的正负号规定

图2 逆时针坐标系下材料力学内力的正负号规定

根据平衡条件,图1和图2中梁左端的剪力

FS0=
q0l
2
,右端剪力FSl=-

q0l
2
。同时,图1和图

2的横截面内力(弯矩和剪力)也都相同,即

M(x)=
q0x
2
(l-x), FS(x)=q0

l
2-x  

(1)
  在图1的坐标系下,材料力学梁弯曲的基本

公式和挠曲线近似微分方程分别为[2]

σx =
M(x)
Iz

y

τxy =
FS(x)S*

z (y)
Iz

EIzv″(x)=-M(x)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(2)

其中,Iz 为横截面对中性轴z的惯性矩,S*
z (y)为

横截面上距中性轴为y 的横线以外部分的面积对
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中性轴z 的静距,E 为材料的弹性模量,v(x)为
横截面的挠度。

在图2的坐标系下,材料力学的基本公式和

挠曲线近似微分方程则为[3]

σx =-
M(x)
Iz

y

τxy =
FS(x)S*

z (y)
Iz

EIzv″(x)=M(x)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(3)

  于是,将式(1)代入式(2)的前两式中,即可得

到图1坐标系下的正应力σx 和切应力τxy。同样

地,将式(1)代入式(3)的前两式中,得到图2坐标

系下的正应力σx 和切应力τxy。
这表明,在图1和图2所示的两种坐标系下,

梁截面上的内力(弯矩和剪力)完全相同,而材料

力学梁弯曲的基本公式不完全相同,挠曲线近似

微分方程也不相同,而相差一个负号。事实上,导
致这种差异性的原因在于挠度、转角及曲率是按

数学方式来规定其正负号,即挠度始终以沿y 轴

正向时为正,转角以从x 轴正向转向y 轴正向时

为正;而内力的正负号则是以变形特征来规定的,
并没有按数学方式来规定。

2 弹性力学中主矢量及主矩的正负号规定

如前所述,在弹性力学的教材中并未明确给

出内力和外力的主矢量及主矩的正负号规定,对
于某些情况,可能会因主矢量及主矩的正负号规

定不统一而带来混淆,甚至导致错误。为统一起

见,在弹性力学中,应当按照应力分量的正负号规

定来定义内力和外力主矢量及主矩的正负号。事

实上,由于应力分量的正负号规定是以正面正向

为正,负面负向为正,反之为负,这样不仅可以与

坐标系有机结合来体现数学的逻辑关系,而且能

够正确地反映作用与反作用原理。
对于内力主矢量及主矩的正负号规定,以平

面问题为例,如图3所示,轴力N、剪力FS 和弯矩

M 的正负号规定是从应力分量的正负号规定得出

的,即:轴力N 以截面上产生正号的正应力σx 时

为正,反之为负;剪力FS 以截面上产生正号的切

应力τxy 为正,反之为负;弯矩 M 以截面上y>0

的一侧产生正号的正应力σx 为正,反之为负。同

时,根据应力分量定义的内力主矢量及主矩的正

负号,可以方便地延伸到端部边界上的已知主矢

量和主矩的正负号规定,如图4所示。这样,就实

现了微段与端部的主矢量和主矩正负号的统一规

定,即实现内力与外力正负号的统一规定。

图3 微段上内力的正负号规定

图4 端部主矢量和主矩的正负号规定

显然,对于第1种坐标系(按右手螺旋法则,
图1坐标系的大拇指是指向屏幕内),按照应力分

量来定义的主矢量及主矩正负号与材料力学所规

定的完全一致;对于第2种坐标系(按右手螺旋法

则,图2坐标系的大拇指是指向屏幕外),按照应

力分量来定义的主矢量及主矩正负号与材料力学

所规定的正好相反。可见,用应力分量的正负号

规定来定义内力和外力的主矢量及主矩的正负

号,就可以体现坐标轴方向的改变对主矢量及主

矩的正负号影响。下面,按照上述弹性力学关于

内力和端部外力的正负号规定,重新分析图1和

图2所示坐标系下的梁弯曲问题。

图5 顺时针坐标系下弹性力学内力的正负号规定

对于图1坐标系下的梁弯曲问题,若按照弹

性力学关于内力的正负号规定(见图5),其中左端

剪力FS0=
q0l
2
,横截面的内力为
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M1(x)=
q0x
2
(l-x), FS1(x)=q0

l
2-x  

(4)

  对于图2坐标系下的梁弯曲问题,按照弹性

力学关于内力的正负号规定(见图6),其中左端剪

力FS0=-
q0l
2
,横截面的内力应当为

M2(x)=-
q0x
2
(l-x),FS2(x)=-q0

l
2-x  
(5)

图6 逆时针坐标系下弹性力学内力的正负号规定

  按照弹性力学来定义内力和杆端外力的正负

号,就可以将材料力学中梁弯曲的基本公式以及

挠曲线近似微分方程都统一起来。这样,对于图1
和图2所示的坐标系,梁弯曲的基本公式和挠曲

线近似微分方程如下

σx =
Mi(x)
Iz

y

τxy =
FSi(x)S*

z (y)
Iz

EIzv″(x)=-Mi(x) (i=1,2)

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(6)

  于是,将式(4)代入式(6)中,即可得到图1坐

标系下梁弯曲的正应力σx 和切应力τxy。同样,

将式(5)代入式(6)中,即可得到图2所示问题的

正应力σx 和切应力τxy。

通过对比可知:按照弹性力学与按照材料力

学所定义的内力及杆端外力正负号,对于图1所

示坐标系下的梁弯曲问题,两者完全相同;对于

图2所示坐标系下的梁弯曲问题,两者关于切应

力τxy 不完全相同,它们相差一个负号,这是由于

弹性力学与材料力学关于切应力的正负号规定不

同所引起的。

进一步,我们可以给出图1和图2所示坐标

系下梁弯曲问题的弹性力学正确解答。对于图1
所示的梁弯曲问题,其弹性力学的正确解答为

σx =
M1(x)
Iz

y+q0yh
4y

2

h2-
3
5  

σy =-q0
1
2-

3y
2h+2y

3

h3  
τxy =

FS1(x)S*
z (y)

Iz

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(7)

对于图2所示的梁弯曲问题,其弹性力学的正确

解答为

σx =
M2(x)
Iz

y-q0yh
4y

2

h2-
3
5  

σy =-q0
1
2+

3y
2h-2y

3

h3  
τxy =

FS2(x)S*
z (y)

Iz

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(8)

  可见,按照弹性力学来定义内力和杆端外力

主矢量及主矩的正负号,就能保证弹性力学正确

解答中完整地体现材料力学的基本解答,且在形

式上具有一致性。顺便指出,如果按照材料力学

来定义内力和杆端外力主矢量及主矩的正负号,
对于图2所示的梁弯曲问题,其切应力τxy 的弹性

力学正确解答将与材料力学基本解答不完全相

同,它们之间相差一个负号。

3 典型应用实例

3.1 平面问题圣维南原理中的应用

在应用圣维南原理时,需要将小边界上的精

确应力边界条件(函数方程)替换为用主矢量和主

矩表示的积分应力边界条件(代数方程)。当小边

界面为坐标面时,直接利用静力等效方法来建立

其积分的应力边界条件是十分方便的[5]。此时,
在小边界上应用圣维南原理,可以直接地表述为:
在同一小边界面上,应力的主矢量和主矩分别等

于外力(面力)的主矢量和主矩[6]。例如,对于图7
所示的平面问题,在小边界x=0和x=l上,其积

分的应力边界条件可以统一写为

∫
h/2

-h/2
(σx)x=sdy=Ns

∫
h/2

-h/2
(τxy)x=sdy=Fs

∫
h/2

-h/2
(σx)x=sydy=Ms

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

 (s=0,l) (9)

  在实际的应用中,需要注意如下两点:
(1)

 

在式(9)中,等号左边表示坐标面上应力
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图7 平面问题圣维南原理中的应用

的主矢量和主矩,右边表示外力(面力)的主矢量

和主矩。其中,应力主矢量和主矩的正负号是直

接由应力分量的正负号规定来确定的,即:正的应

力分量方向,就是应力主矢量的正方向;正的应力

分量乘以正的力臂,如(+σx)×(+y),得出的力

矩方向就是应力主矩的正方向。顺便指出,对于

坐标面上y<0的部位,其应力分量σx 仍为正值,
而力臂为负值,因此所合成主矩的方向仍与y>0
的部位转向一致。

(2)
 

在式(9)中,Ns、Fs 及Ms 仅表示外力主

矢量和主矩的绝对值,而其方向在小边界面上均

已按照正方向标出,如图7所示。若实际外力的

主矢量和主矩方向与所标出的正方向不一致时,
则只需在相应的主矢量或主矩绝对值前加负号即

可。顺便指出,由于式(9)左边第三式中应力主矩

是绕坐标原点的,外力的主矩也必须是同一点,因
此需要事先将外力按照静力等效原则移置到坐标

原点处。

3.2 变分解法中的应用

在弹性力学变分解法中,往往需要计算外力

功,引入主矢量及主矩正负号的统一规定,可以直

观、便捷地判断外力功的正负号。例如,图8所示

坐标系下的等截面直梁,在梁的上表面作用有分

布荷载q(x),在梁的端面上作用有适当的剪力和

弯矩(均按正方向标出),使 梁 保 持 平 衡,其 中

v(x)为梁轴线的挠度。现在,用梁的挠度v(x)来
表示外力功,由于挠度v(x)与y 轴正向一致时为

正,转角以x 轴正向转向y 轴正向时为正,因此外

荷载所做的功即为

W =∫
l

0
q(x)v(x)dx-FS0v  x=0+

M0
dv
dx  x=0

+FSl v  x=l -Ml
dv
dx  x=l

(10)
如果实际的外力方向与标出的正方向不一 致

时,只 需 在 式(10)中 将 相 应 的 外 力 加 上 负 号

即可。

图8 变分解法中的应用

3.3 薄板弯曲问题中的应用

在薄板弯曲问题中,板边上的应力边界条件

往往需要应用圣维南原理,建立由内力表示的静

力边界条件,而且薄板是按内力来设计的,这就需

要求出薄板横截面的内力。为此,按照弹性力学

中内力主矢量和主矩的正负号统一规定,薄板弯

曲问题中弯矩、扭矩和横向剪力的正负号规定即

为:弯矩Mx、My 分别使薄板横截面上z>0的一

侧产生正号的正应力σx、σy 时为正;扭矩 Mxy、

Myx 分别使薄板横截面上z>0的一侧产生正号

的切应力τxy、τyx 时为正;横向剪力FSx、FSy 分别

使薄板横截面产生正号的切应力τxz、τyz 时为正,
如图9所示,其中薄板的中面为xy 面,z 轴垂直

向下。

图9 薄板横截面上内力的正负号规定

对于薄板板边上的静力边界条件,以矩形薄

板为例,板边中面上的总分布剪力、弯矩及角点集

中力(反力)的正负号规定,如图10所示。需要说

明的是,薄板板边上总分布剪力、弯矩的正负号分

别与横截面上剪力、弯矩的正负号规定是一致的,
而角点反力的正负号则取决于角点处扭矩的正负

号,而不能再另行规定。

3.4 空间问题圣维南原理中的应用

对于空间问题,在小边界上应用圣维南原理

时,其积分的应力边界条件是6个。为了方便起

见,假定在小边界上的外力已经事先按照静力等
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图10 矩形薄板边界上主矢量和主矩的正负号规定

效原则移置到坐标原点处。例如,在图11所示的

坐标系中,在小边界z=0上作用有主矢量Fx、

Fy、Fz 和主矩Mx、My、Mxy,应用圣维南原理建

立积分的应力边界条件为

∫
a

-a∫
b

-b
(τzx)z=0dxdy=Fx

∫
a

-a∫
b

-b
(τzy)z=0dxdy=Fy

∫
a

-a∫
b

-b
(σz)z=0dxdy=Fz

∫
a

-a∫
b

-b
(σz)z=0ydxdy=Mx

∫
a

-a∫
b

-b
(σz)z=0xdxdy=My

∫
a

-a∫
b

-b
[(τzy)z=0x-(τzx)z=0y]dxdy=Mxy

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(11)

图11 空间问题圣维南原理中的应用

  需要指出的是,主矢量Fx、Fy、Fz 分别是由

边界上应力分量τzx、τzy、σz 的主矢量来静力等

效,它们的正方向直接与相应的应力分量正方向

相同;弯矩Mx、My 分别是由应力分量σz 绕x 轴

和y 轴的主矩来静力等效,它们的正方向应当与

  

σz 绕x 轴和y 轴的转向相同。然而,扭矩 Mxy 是

由应力分量τzx 和τzy 的主矩共同来静力等效的,
由于τzx 和τzy 绕z轴的转向不一致,扭矩正方向

就不能简单地由某个应力分量来直接确定,此时

需要按照右手螺旋法则,以右手大拇指沿着边界

面外法线方向为正,这样扭矩 Mxy 与τzy 绕z 轴

的转向就为正,而应力分量τzx 绕z 轴的转向为

负。这与薄板弯曲问题中的扭矩不同。

4 结语

本文通过深入剖析材料力学中内力主矢量及

主矩的正负号规定,建议弹性力学中按应力分量

来统一定义内力和外力的主矢量及主矩正负号,
这不仅可以解决材料力学解答与弹性力学解题的

一致性问题,而且还可以统一处理不同的弹性力

学问题。教学实践表明,弹性力学中主矢量及主

矩的正负号统一规定,概念清晰、便于理解,可以

避免因定义不同而带来混淆,因坐标不同而产生

差异,因问题不同而各自定义,使得学生在学习过

程中对力学概念更加明晰,数学逻辑更加清晰,教
学过程更加有效。
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