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关于质点系虚位移原理的若干认识
 

王国砚

(同济大学航空航天与力学学院,上海 200092)

摘 要 虚位移原理是重要的力学基本原理之一,从理论力学(包括分析力学)到结构力学、弹
性力学等课程都有应用。但从文献来看,关于虚位移原理的表述和理解目前似还存在

一些值得探讨的地方,与其对应的有关概念也还有待深化理解。笔者分析了一些相关

文献中的内容,针对虚位移原理表述、虚位移概念、内力虚功概念、虚位移原理充分性

证明中的条件、虚位移原理与虚功原理的关系等问题,给出笔者的若干认识,希望有助

于深化对虚位移原理若干基本概念的理解。
关键词 虚位移原理;虚位移;质点系;内力虚功;充要条件
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  虚位移原理是力学中最基本、最重要的原理

之一。理解该原理及其成立的条件,是正确运用

该原理的基础。
虚位 移 原 理 从 萌 芽 到 提 出 历 经 了 近 两 千
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年[1];从提出到形成完整的理论体系,距今也有近

五百年历史了[1,2,3]。从发展历程和目前力学课程

教学体系看,虚位移原理最初是以虚速度原理被

提出的,后被改称为虚位移原理或虚功原理,由最

基本的自由质点虚位移原理发展到受约束质点系

虚位移原理,并逐渐发展到可变形连续体的虚功

原理等,从而形成了贯穿整个力学课程的虚功原

理体系。
然而,笔者在教学实践中发现,关于虚位移原

理的表述和理解目前似还存在一些值得探讨的地

方,与其对应的有关概念也还有待深化理解。这

就引发了应该如何正确理解虚位移原理的思考。
正确理解虚位移原理涉及到原理表述、原理中必

要性和充分性命题及证明、虚位移、外力虚功和内

力虚功等基本概念,涉及到虚位移原理与虚功原

理的关系等问题。
本文针对质点系虚位移原理的表述、虚位移

概念、内力虚功概念、虚位移原理充分性证明中的

条件、虚位移原理与虚功原理的关系等问题,给出

笔者的若干认识。希望能在深化对虚位移原理中

若干基本概念的认识和理解方面起到抛砖引玉的

作用。

1 关于质点系虚位移原理的表述和证明

虚位移原理的表述和证明,涉及到与平衡条

件的关系、充分性和必要性命题等问题,也涉及到

虚位移原理的发展历程,因此有必要梳理清楚其

中的关系。
关于 虚 位 移 原 理 的 认 识 可 追 溯 到 公 元 前

267—前212年阿基米德基于杠杆原理提出静力

平衡条件的时代。根据文献[1],在阿基米德给出

杠杆原理的时代,亚里士多德及其学派也在考察

杠杆原理的问题,并且关联了力作用点的位移。
据此可以相信,自从有杠杆原理、平衡条件开始,
就有了虚位移原理的萌芽。但直到1717年,才由

约翰 �伯努利系统性地提出了虚位移原理,只不过

当时称为虚速度原理[2,3]。拉格朗日则针对约束

质点系提出广义坐标描述法,并据此以质点系虚

位移原理为出发点,结合达朗贝尔原理,建立了完

整的分析力学体系[2,3]。在今天我们谈论质点系

虚位移原理时,一般都是以拉格朗日的表述为出

发点的。

文献[2]对虚位移原理的表述作了系统全面

的介绍。从中可以看出,拉格朗日的虚位移原理,
最初也是以虚速度原理的提法给出的,其表述为

“如果任何数目的物体或点的某个系统,在每个物

体或点受到任何力的作用而处于平衡,如果给这

个系统任何小的运动,结果每个点走过无限小路

程,即发生虚速度,那么力与每个沿力方向产生的

相应路径的乘积之和总等于零”[2]。之后,大约在

19世纪末到20世纪初,阿佩尔(APPELL
 

P
 

T)又
给出了看上去与拉格朗日不太一样的虚位移原理

表述。阿佩尔的虚位移原理也是以虚速度原理的

提法给出的,但其表述为“系统平衡的充分必要条

件是,对为约束允许的任何虚位移,直接作用力的

虚功之和等于零”[2]。
可见,这两种表述的含义是有所不同的。在

拉格朗日的虚位移原理中,没有采用“充分必要条

件”形式进行表述,用的是“任何力”的提法,没有

明确指出其前提条件[2]。而在阿佩尔的虚位移原

理中,采用“充分必要条件”形式进行表述,用的是

“直接作用力”的提法,但其前提条件是双面无摩

擦约束,且应理解为理想约束[2]。阿佩尔的“直接

作用力”被后人简称为“主动力”。
俄罗斯学者也给出了虚位移原理的表述,但

多数表述与阿佩尔的类似,例如Воронков的表述

为“使具有理想约束的系统在给定位置处于平衡

的必要和充分条件是,所有作用于系统的主动力

在此位置上发生的系统所有虚位移上的元功之和

等于零”[2],其中明确以“充分必要条件”形式进行

表述,明确用主动力的提法,明确给出理想约束的

前提条件。根据文献[3],科里奥利在19世纪初

给出了如下表述:“在理想完整的约束中,主动力

在虚位移上所作的总功为零”,可见其也强调理想

完整约束和主动力,但未提充分必要条件。事实

上,由达朗贝尔和拉格朗日开创的非自由质点系

动力学也是基于约束的理想性假定的;根据这个

假定所建立的虚位移原理以及动力学普遍方程中

消除了约束力,从而使得问题变得简单了[2]。
我国力学界前辈,如周培源、汪家訸等,在叙

述质点系虚位移原理时则主要沿用了阿佩尔的表

述或俄罗斯学者的表述[2]。
据此可认为,从阿佩尔开始,虚位移原理以

“充分必要条件”形式进行表述;在此之前,主要是

沿用约翰 �伯努利和拉格朗日的表述,它们只相当
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于阿佩尔表述中的必要性命题。
文献[2]认为,“虚位移原理可以不去证明”,

其理由是原理无需证明。对此,笔者有如下理解。
在上述虚位移原理表述中,涉及到两个简单

命题:(1)
 

系统处于平衡状态;(2)
 

主动力(或任何

力)在虚位移上的虚功之和等于零。拉格朗日表

述和阿佩尔表述的主要区别在于“充要条件”的提

法。笔者对此的理解是:
(1)

 

拉格朗日的表述没有明确指出这两个简

单命题之间的“充要条件”关系,没有说“主动力在

虚位移上的虚功之和等于零”是“系统处于平衡状

态”的充要条件。它只是陈述了一个客观事实,或
如实记录了一个物理现象。因而,该表述具有公

理属性,可不证明。
(2)

 

阿佩尔的表述中明确将“主动力在虚位

移上的虚功之和等于零”列为“系统处于平衡状

态”的充要条件,建立了这两个简单命题之间的

“充要条件”关系。这种表述就具有了定理的属

性,因而需要证明。
文献[2]针对阿佩尔表述的虚位移原理充分

和必要性命题的证明,作了较详细的阐述。

2 关于虚位移原理充分性证明中“系统原来处于

静止”的前提条件

  文献[2]认为,阿佩尔对虚位移原理充分性的

证明只有在双面理想完整定常约束等条件下能成

立。因为,阿佩尔关于充分性证明的关键是,“只
需证明,如果系统不处于平衡,那么至少存在一个

为约束 所 允 许 的 位 移,对 此 位 移 TD 异 于 零”
(“TD 为给定力的功之和”)[2],而这个位移应为实

位移,这就要求所设虚位移应沿与实位移一样的

方向。文献[2]认为,“这就要求实位移是虚位移

之一”,“在双面理想完整定常约束下,以及双面理

想非完整齐次约束下,实位移就是虚位移之一”。
文献[4]和文献[5]等在讨论虚位移原理充分

性证明时,不仅强调双面理想完整定常约束的条

件,还强调应增加“系统原来处于静止”的前提条

件。在这里,“系统原来处于静止”指的是,如果质

点系原来是静止的(相对于惯性参考系),在主动

力系作用下它仍然保持静止[4]。之所以强调增加

这个条件,是为了排除一种称为“自然运动”[5]的
情形。

什么是自然运动情形? 按笔者的理解,类似

于刚体匀速定轴转动之类的运动,可作为自然运

动的例子。
例如,图1所示的系统是将构成单摆的质点

链杆组合体放置在光滑无摩擦的水平面上、链杆支

座为固定在竖轴上的理想铰,符合双面理想完整

定常约束条件。可以看出,质点 M 的重力 W 与

水平面的竖向支承反力N 始终保持平衡,系统可

有无限多个平衡位置。当以某种初速度使质点

链杆组合体在水平面内作匀速转动时(ω=常数),
可以证明,所有主动力在虚位移上所作虚功之和

为零。但系统明显不处于静力意义上的平衡状

态,因为链杆支座处的水平约束反力并不等于零,
且在水平面内没有其他力与之构成平衡力系。最

多只能认为,在达朗贝尔原理的意义上,该支座反

力与质点的离心惯性力保持“平衡”。

图1 自然运动示例:水平面内质点 链杆

组合体匀速转动(ω=常数)

所以,对于自然运动的情形,虚位移原理的充

分性命题得不到证明[4,5]。
从文献[2]介绍的情况来看,在一些国际著名

学者的虚位移原理的表述和证明中,只有Суслов
在虚位移原理充分性证明中指出,“系统的平衡位

置是指在此位置上系统长期处于静止状态”,而在

拉格朗日和阿佩尔等人的虚位移原理表述及证明

中都没有提及“系统原处于静止”这个前提条件。
国内一些主要《理论力学》教材,如文献[4]、[6]
等,都认为在质点系虚位移原理表述中应提“系统

原处于静止”这个条件。
笔者认为,在虚位移原理的表述中,的确需要

排除“自然运动”的情形。但问题是,如果增加“系
统原处于静止”的条件,岂不就将“匀速直线运动”
情形也排除在外了,即意味着虚位移原理只适用

于静止平衡状态? 笔者的观点是,在证明虚位移

原理的充分性命题时,不应将匀速直线运动情形

排除在外。毕竟,(相对于惯性参考系的)匀速直
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线运动也应属于一种静力平衡状态,虚位移原理

也理应适用。
文献[5]在证明阿佩尔表述的虚位移原理时,

是从动力学方程出发,以“加速度等于零”为标志

来证明虚位移原理的必要性和充分性命题。因

为,系统处于静力平衡状态的标志应该是系统各

质点的加速度为零;或者说,如果系统内各质点的

加速度为零,则可认为系统处于静力平衡状态。
据此,笔者认为,在证明虚位移原理的充分性

命题时,未必一定要限制于“系统原处于静止”,而
只需增加“系统原处于(静力)平衡状态”的条件即

可。由于一般所指的“平衡状态”即指静力平衡状

态,所以不加“静力”两个字也可以。
所以,从原理充分性命题成立条件和排除“自

然运动”两方面要求考虑,在阿佩尔的虚位移原理

中似应增加“系统受双面理想完整定常约束(以及

双面理想非完整齐次约束)”和“系统原处于平衡

状态”等前提条件。而拉格朗日的虚位移原理由

于仅是一个必要性命题,就不需考虑排除“自然运

动”要求,对于系统所受约束的要求似也可相对

较弱。

3 关于虚位移原理的另一种表述方式

根据文献[2],在分析力学中,一般将质点系

所受到的力分为主动力和约束力;而在牛顿力学

中,则分为外力和内力。分析力学中较多地是采

用主动力和约束力表述虚位移原理,而在变形体

力学等更广泛的领域则更多的是采用外力和内力

表述虚位移原理。
文献[5]将质点系中的质点所受到的力分为

两大类———内力和外力,其中内力指的是质点系

内部各质点之间的相互约束力,而外力指的是外

界对本系统的作用力(由其他系统施加);并基于

外力和内力的分类法给出了虚位移原理的另一种

表述:“原处于静止的质点系保持平衡的充要条件

是,在体系的任何虚位移中,各质点所受外力所作

的总功 W 外 和内力所作的总功 W 内 之和等于零,
即:W 外+W 内=0”。

笔者认为,这里应注意重点理解以下问题:
问题1:分析力学中的约束是否仅指外界对系

统所施加的约束,系统内部各质点之间的相互约

束是否也为约束? 相应的约束力(比如,连接两个

质点的弹簧两端的力等),是属于主动力,还是属

于约束力? 哪些约束力作功之和等于零?
问题2:文献[5]给出的虚位移原理表述和阿

佩尔的虚位移原理表述是否等价?
对于以上问题,笔者的理解是:
(1)

 

质点系所受到的约束既包括外界对系统

的约束也包括质点系内部各质点间的相互约束;
质点之间的约束既包括刚性约束,按理说也应包

括弹性约束(对于弹性系统)。因为,被弹簧连接

的质点毕竟也是受到限制 而 不 能 完 全 自 由 运

动的。
(2)

 

但是注意到,在分析力学(包括理论力

学)中,并没有将弹性约束当作约束看待。这是为

什么呢? 笔者的认识是,这可以从以下两方面来

理解:①假如将弹性约束也当作约束看待,那它应

属于非理想约束(因为相应的约束力在虚位移上

作功之和一般不等于零),这样一来,虚位移原理

岂不就无法直接运用到弹性系统了? 但事实是可

以运用;②从分析力学中对约束的定义看,约束应

能限制质点的位置和运动,而这种限制应被理解

为是完全限制,即应能起到减少系统自由度的作

用,但弹性约束做不到这一点,所以它不符合分析

力学中“约束”的特征。基于以上两方面因素,就
不能将弹性约束也作为(分析力学意义上的)约束

看待了。既然弹性约束不能被当作约束看待,那
么其内的弹性恢复力也就不能当作约束力来看待

了。但是,由于在分析力学中只将力分为主动力

和约束力,所以既然弹性恢复力不能被当作约束

力,也只好将其归为主动力了。这样一来,理想约

束的约束力在虚位移上的虚功之和等于零的提法

就不会出现矛盾了。
(3)

 

另一方面,从文献[5]给出的表述看,似
乎是将质点之间的相互约束力,即内力,也看作是

一种主动力了。只不过,弹性约束力在虚位移上

的虚功之和一般不为零,刚性约束力在虚位移上

的虚功之和一般为零。笔者对此的理解是,在虚

位移原理表述中所说的约束力(即被动力)与主动

力的归类并不是一成不变的。在分析力学中,为
了求出某个约束力,常用的手法往往是将该约束

放松掉,代之以约束力,并将该约束力当作主动力

看待。不论是外界对系统施加的约束,还是系统

内质点间的相互约束,都可以这么做。
(4)

 

基于上述对于内力的理解,笔者认为,文
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献[5]给出的虚位移原理表述和阿佩尔的虚位移

原理表述是等价的。

4 关于虚位移原理中的虚位移

在一般概念中,虚位移是“为约束容许的任意

微小的位移”,强调它与作功的力无关。在常见的

结构力学教材中,尤其强调这一点。但问题是,虚
位移与系统处于平衡状态时的真实位移状态是什

么关系? 它们之间是否也一点没关系? 对此,笔
者的认识如下。

虚位移的基本定义是:在给定的固定时刻为

约束容许的所有假想(任意)的无限小位移[2,6]。
从这个定义看,虚位移确实与系统处于平衡时的

真实力状态和位移状态无关,具有任意性。但虚

位移还可定义为(在固定时刻的)两个可能位移之

差[2,4],而可能位移的定义是满足约束条件的无穷

小位移[4]。由于真实位移是可能位移之一[4],所
以又可将虚位移表述为在固定时刻的可能位移与

真实位移之差,即:δq=q'-q,其中,q 为真实位

移,q'为可能位移,δq 为虚位移,如图2(a)所示。
这样表述的含义是,虚位移可理解为是在给定固

定时刻系统处于平衡状态时所具有的真实位移状

态附近的任意微小变化,即虚位移是真实位移的

变分(代表任意微小的变化)。这样表述的好处

是,可以将虚位移原理纳入更为广泛的变分原理

理论体系。值得注意的是,在虚位移的定义中,强
调“固定时刻”,即在该时刻假想将时间“凝固”起
来,由此来看虚位移。也就是说,虚位移所对应的

变分是等时变分的概念[4]。所以,在图2(a)中尽

管将虚位移表示为随时间变化的可能位移与真实

位移之差,但并不表示虚位移也是随时间连续变

化的,应理解为不同时刻的虚位移完全无关,如
图2(b)所示。也就是说,虚位移不是真实物理状

态,与时间历程无关。笔者认为,正确理解这一点

很重要。
所以,在分析力学中,虚位移一般都用变分符

号“δ”表示。根据拉格朗日从虚位移原理出发,结
合达朗 贝 尔 原 理,推 导 出 拉 格 朗 日 方 程 的 过

程[2,4],即可看出这一点。因为,在最终得出的拉

格朗日方程中,系统的动能、势能、非保守广义力

等都是真实的。正因为如此,拉格朗日方程可以

被纳入哈密尔顿变分原理体系中。

图2 虚位移示意图

(a)
 

虚位移的变分表示;
  

(b)
 

虚位移的等时变分含义

5 关于虚位移原理与虚功原理之间的关系

分析力学中认为虚位移原理与虚功原理是等

价的[2,4],即:拉格朗日和阿佩尔关于虚位移原理

的表述完全可以作为虚功原理的表述。因为,两
者的表述是一致的,其特点都是将虚功定义为质

点系所受到的力系在虚位移上所作的虚功。
有观点认为,不能认为虚位移原理与虚功原

理完全等价,它们是两个不同的原理;甚至认为,
虚位移原理是充分必要性命题,而虚功原理只是

必要性命题[7]。对此,笔者的认识是,从虚位移原

理与虚功原理的发展历程看,它们之间并无本质

不同。事实上,从文献[2]、[8]可看出,将力乘以

位移的结果与功联系在一起,最初起源于十九世

纪的法国。也就是说,在伯努利和拉格朗日提出

虚速度原理的年代,还没有“虚功”这个词,拉格朗

日甚至将“力乘以虚位移”称为“虚力矩”(virtual
 

moment);直到1829年,才由CORIOLIS
 

GG将

虚速度原理改称为虚功原理。这表明,虚位移原

理与虚功原理是一致的。只不过,今天在分析力

学领域,仍以称虚位移原理者居多;而在结构力

学、弹性力学等领域,称虚功原理者居多。
另一方面,自从1864—1874年间由麦克斯韦

(MAXWELL)和摩尔(MOHR)分别独立提出虚

力原理[1]以来,又有观点认为,虚位移原理与虚功

原理不能完全等价。其理由是,功涉及到力和位

移两个要素;位移可以是虚位移,力也可以是虚
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力。虚功既可以定义为力在虚位移上所作的功,
也可以定义为虚力在位移上所作的功。所以,虚
功原理不能完全等同于虚位移原理。例如,文
献[9]认为,虚功原理可以分为虚位移原理和虚力

原理两部分。
对此,笔者的认识是,虚功原理是否与虚位移

原理完全等价,关键在于虚功的定义。如果虚功

只定义为力在虚位移上所作的功,那么就可以认

为虚功原理与虚位移原理等价;如果虚功还能定

义为虚力在位移上所作的功,则不能认为虚功原

理与虚位移原理完全等价。
文献[10]认为,“虚功原理只是最小势能原理

的又一种物理解释”。文献[11]针对变形体系证

明,从虚位移原理出发,在一定条件下可以导出势

能驻值原理;从虚力原理出发,在一定条件下可以

导出余能驻值原理。据此文献[11]中说,“为了不

引起混淆起见,相应于虚力的虚功,即虚力在真实

位移上的功常称为余虚功”。与此对应,又有了余

虚功原理的名称[12]。
国内 外 已 有 多 部 弹 性 力 学 方 面 的 文 献,

如文献[11~14],文献[15]等,在叙述能量原理部

分时已区分为虚功原理和余虚功原理两条平行的

线路,即:(1)
 

虚功原理/虚位移原理→势能驻值原

理→平衡方程→位移解法;(2)
 

余虚功原理/虚力原

理→余能驻值原理→变形协调方程→应力解法。
例如,日本学者鹫津久一郎就 在 文 献[12],文
献[13]中平行地给出了虚功原理(等价于虚位移

原理)和余虚功原理(等价于虚力原理),并认为它

们都是连续介质力学中散度定理的特殊情形。
基于此,笔者认为,如果余虚功的提法和概念

能够为大家所接受的话,虚位移原理与虚功原理

等价、虚力原理与余虚功原理等价,是一种合理的

提法。

6 结语

笔者通过对关于虚位移原理的相关文献的研

读和对虚位移原理基本理论的进一步分析,重点

对虚位移原理表述、虚位移概念、内力虚功概念、
虚位移原理充分性证明中的条件、虚位移原理与

虚功原理的关系等问题,给出笔者的认识。可归

纳如下:
(1)

 

早年由伯努利和拉格朗日给出的虚速度

原理(即现在所说的虚位移原理)仅陈述一个物理

事实,具有“公理”属性,因而可不证明;但阿佩尔

的虚位移原理给出了“直接作用力在虚位移上的

虚功之和等于零”是系统平衡的“充要条件”的命

题,因而需要证明。
(2)

 

在具有“充要条件”命题的虚位移原理

中,充分性命题成立的前提条件,不仅需要系统受

到双面理想完整定常等约束(以及双面理想非完

整齐次约束),而且需要系统原始处于平衡状态。
(3)

 

虚位移原理中的虚位移尽管其基本定义

是“系统为约束容许的任意微小位移”,但应理解

为是作用在质点系上的力系中各力作用点的虚位

移,是一种等时变分的概念,且应认为不同时刻的

虚位移完全无关。
(4)

 

当采用外力和内力定义虚位移原理时,
可表述为“受双面理想完整定常约束或非完整齐

次约束且原处于平衡状态的质点系保持平衡的充

要条件是,对于系统的任何虚位移,系统所受外力

所作的总虚功δW外 和内力所作的总虚功δW内 之和

等于零”,即虚功方程可以表达为:δW外+δW内=0。
(5)

 

若不希望受上述虚位移原理表述中充分

性命题成立条件的限制,也可仅按其必要性命题

表述:“受理想约束的质点系处于平衡状态时,对
于系统的任何虚位移,系统所受外力所作的总虚

功δW 外 和内力所作的总虚功δW 内 之和等于零”
(δW 外+δW 内=0)。

(6)
 

基于力在虚位移上作功而定义的虚功原

理与虚位移原理是一致的。
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