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铅球运动最佳抛射角和最大射程的理论研究

麻志君 杨 颖 付响云 陆振烟

(湖南科技大学物理与电子科学学院;
智能传感器与新型传感材料湖南省重点实验室,

 

湖南
 

湘潭 411201)

摘 要 从力学运动公式出发,
 

假设运动员抛出物体时输出能量固定,应用能量守恒定律研究

以一定高度和角度抛出物体的运动规律,详细定量分析运动员输出能量、肩膀高度和

手臂长度对抛射速度、最佳抛射角和最大射程的影响。研究表明,对铅球成绩影响最

大的是抛射速度和抛射角,而50厘米的肩膀高度或手臂长度差别对铅球成绩的影响

分别为分米和厘米量级。另外,理论计算结果与三名铅球运动员实际投掷数据的比较

说明理论计算结果的可靠性高,研究结果对投掷类运动具有一定指导和借鉴意义。
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Abstract Starting
 

from
 

the
 

mechanical
 

motion
 

formula
 

and
 

assuming
 

that
 

the
 

athlete􀆳s
 

output
 

energy
 

is
 

fixed
 

when
 

throwing
 

an
 

object,
 

we
 

study
 

the
 

movement
 

law
 

of
 

projectile
 

with
 

the
 

consideration
 

of
 

the
 

law
 

of
 

energy
 

conservation.
 

The
 

effects
 

of
 

athlete􀆳s
 

output
 

energy,
 

shoul-
der

 

height,
 

and
 

arm
 

length
 

on
 

the
 

initial
 

velocity,
 

optimal
 

throw
 

angle,
 

and
 

maximum
 

range
 

of
 

the
 

projectile
 

motion
 

are
 

quantitatively
 

discussed
 

in
 

detail.
 

It
 

is
 

found
 

that
 

various
 

factors
 

that
 

influence
 

the
 

shot
 

put
 

are
 

dominated
 

in
 

turn
 

by
 

the
 

initial
 

velocity
 

and
 

projecting
 

angle,
 

while
 

50
 

cm
 

differences
 

in
 

shoulder
 

height
 

and
 

arm
 

length
 

will
 

result
 

in
 

the
 

change
 

of
 

results
 

in
 

order
 

of
 

decimeters
 

and
 

centimeters,
 

respectively.
 

In
 

addition,
 

the
 

comparison
 

between
 

theo-
retical

 

calculations
 

and
 

actual
 

throwing
 

data
 

of
 

the
 

shot
 

putter
 

shows
 

that
 

the
 

results
 

are
 

in
 

good
 

agreement
 

with
 

each
 

other,
 

and
 

the
 

obtained
 

results
 

are
 

expected
 

to
 

provide
 

useful
 

advice
 

and
 

guidance
 

to
 

the
 

training
 

of
 

the
 

sports
 

like
 

shot
 

put.
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  抛体运动是生活、科学研究和体育运动中常

见的运动现象。依据运动效果分解抛体运动,其
可分为以下几种类型:竖直上抛运动、竖直下抛运

动、平抛运动和斜抛运动。其中,斜抛运动是最具

代表性的抛体运动,而其他类型的抛体运动可以

看成特殊的斜抛运动。最简单也是最常见的斜抛

运动模型为:忽略空气阻力、抛射速度保持不变且

抛出点与落地点在同一水平线时,最佳抛射角为

45°。抛体运动的轨迹是一条关于最高点所在的

竖直线对称的抛物线。此类研究在忽略空气阻

力的前提下,将抛射物体视为质点,结果表明抛

射物体运动轨迹与物体本身的质量没有关系。
同时,最佳抛射角也不受物体质量和抛射速度的

影响。
铅球运动是田径运动的投掷项目之一,也是

奥运会等重要体育赛事的项目之一。由于铅球的

质量较重且飞行速度较慢,铅球飞行过程中所受

空气阻力可忽略不计[1]。另外,由于铅球运动属

于一种抛射点高于落地点的斜抛运动[2,3],铅球运

动最佳抛射角并不是抛出点与落地点在同一水平

线上的无阻力抛体运动模型得到的45°。文献[4]
利用两种不同方法探讨了抛射点高于落地点的斜

上抛运动最佳抛射角的问题,得到最佳抛射角总

是小于45°的结论。文章还指出:当抛射点高度与

落地点高度趋于一致时,最佳抛射角趋于45°。但

是我们知道,铅球脱手时的抛射速度并不是固定

不变的,而是与抛射角度紧密相关:抛射角度越

大,铅球抛射速度必然越小。除此之外,运动员力

量的大小、肩膀高度和手臂长度也在不同程度上

影响着铅球的抛射速度以及射程。因此,鉴于铅

球重量的大小以及个人力量和身高等客观条件方

面的差异,每个人都有自己的最佳抛射角度。本

文对铅球运动进行数学建模,并定量地研究运动

员力量大小、肩膀高度(或身高)、手臂长度和抛射

角对铅球成绩的影响。但是,需要说明的是本文

不讨论推铅球技术以及根据生理特点如何获得最

大推力等技术性问题[5-9],仅重点研究与最佳抛射

角和最大射程相关的力学问题。理论计算结果与

世界著名铅球运动员的实际投掷数据相符,说明

本文的理论计算结果是可信赖的,相关研究结果

也可为投掷类运动训练提供参考。

1 铅球运动建模

铅球运动是运动员将人体全身的力量尽可能

地转化为铅球重力势能和动能的田径运动项目之

一。但是,运动员有个体差异,比如身高、臂长、力
量大小等不尽相同,而这种个体差异会在不同程

度上影响运动成绩。通常来说,一段不太长的时

间内一个人可使出的最大力量是不变的。因此,
为了方便研究铅球运动的最佳抛射角和最大射程

问题,我们假设运动员在投掷铅球时可以输出的

能量是固定的,记为W,而其他相关参量:运动员

肩膀高度为h(定义为脚底到肩峰点的竖直高

度),手臂长度为l(定义为单只手臂肩峰点到手掌

心的距离),物体脱离手时的抛射速度为v0。如

图1 铅球运动示意图

图1所示,我们将肩峰点处设定为坐标轴原点O,
铅球抛出点坐标为 x0,y0  = lcosθ,lsinθ  ,铅
球落地点坐标则为铅球运动轨迹与y=-h 交点

坐标。如上所述,假定每一次投掷过程中,运动员

输出的能量全部转化为铅球的动能和重力势能,
则有

W =mglsinθ+
1
2mv2

0 (1)

其中m 为铅球质量,θ 为抛射角,v0 为铅球脱手

时的抛射速度,而g=9.8m/s2 为重力加速度。
对上式进行反解,得到铅球抛射速度为

v0= 2(W-mglsinθ)/m (2)
从式(1)或式(2)可知,铅球抛射速度与运动员输

出能量、铅球质量、手臂长度和抛射角均直接相

关,且当运动员输出能量W 保持不变时,铅球质

量、手臂长度和抛射角这三个物理量中的任意一

个或多个变大时,都会使铅球抛射速度减小。
铅球运动属于斜抛运动,而斜抛运动是一类

经典的运动类型,我们一般将其抛射速度在水平
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和竖直方向进行分解。将铅球运动分解成水平方

向上的匀速直线运动和竖直方向上的匀变速直线

运动,则x 轴和y 轴方向的位移分别为

x=lcosθ+ v0cosθ  t

y=lsinθ+ v0sinθ  t-
1
2gt

2

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (3)

利用代入法消掉式(3)中的时间t之后,得到铅球

运动的轨迹方程

y=lsinθ+ x-lcosθ  tanθ-
mg(x-lcosθ)2

4(W -mglsinθ)cos2θ
(4)

因为根据我们的设定,推铅球所用手臂的肩峰点

定为坐标原点O,所以铅球运动的落地点应该为

上面铅球运动的轨迹方程与直线y=-h 的交点。
将y=-h 代入式(4),且根据一元二次方程求根

公式,我们得到铅球的射程与抛射角度θ 满足的

关系式为

x=lcosθ+2
W
mg-lsinθ  cos2θ×

tanθ+ tan2θ+
mg(lsinθ+h)

(W -mglsinθ)cos2θ  
(5)

极值方程dx/dθ=0决定了抛体运动最佳抛射角

以及最大射程。但由于公式比较冗长和繁杂,这
里不列出具体表达式。另外,由于很难得到抛射

角与射程之间的显性表达式,因此本文采用数值

计算的方式研究最佳抛射角和最大射程问题。当

我们对式(5)取l,h→0的极限时,落地点与抛出

点处在同 一 水 平 线 上。此 时,式(5)变 成 x=
2Wsin2θ,对应的最佳抛射角为45°。很明显,该角

度与抛射速度无关,这正好与抛出点与落地点在

同一水平线上的无阻力抛体运动结果相符。

2 数值计算结果及讨论

在讨论数值计算结果之前,这里交代一下铅

球运动中所涉及参数的取值。严格意义上说,肩
膀高度h 和手臂长度l对于不同级别赛事以及不

同年龄段乃至不同的运动员,是有差别的。但为

了方便讨论,除非特别说明,以下数值计算中我们

将肩膀高度和手臂长度分别固定为h=1.5m,l=
0.6m。这两个参数的取值有一定代表性和合理

性,原因有二:(1)h=1.5m和l=0.6m为正常人

肩膀高度和手臂长度的典型值;(2)数值计算表

明:肩膀高度和手臂长度的差异对铅球运动成绩

的影响较小,甚至可以忽略不计,具体分析可见

表6。目前,成年男子铅球比 赛 用 球 的 质 量 为

7.26kg,而青少年男子和女子组铅球比赛常用铅

球质量分别为6kg和4kg。因此,本文的数值计

算以铅球质量m=4kg,6kg,7.26kg为例。在肩

膀高度h 和手臂长度l固定的前提下,运动员输

出能量W、抛射速度v0、最佳抛射角和射程均为

一一对应关系。当运动员输出能量W、肩膀高度

h 和手臂长度l均给定时,利用 Mathematica软件

的FindMaximum命令,我们可以从式(5)求解出

抛射速度和最佳抛射角。当然,直接求解极值方

程dx/dθ=0也能给出相同数值结果。
为了直观表示不同抛射角对射程的影响,图2

给出三个典型抛射角下的铅球抛射曲线,其中计

算参数运动员输出能量W=300J,铅球质量m=
6kg,手臂长度l=0.6m 和肩膀高度h=1.5m。
该参数组给出的最佳抛射角为38.65°。由图2分

别表示抛射角为20.00°、38.65°和60.00°的点虚线、
实线和虚线,可以看到三条曲线在射高处由下到

上依次排列,结果与经验相符:对于同一个运动员

来说,抛射角越大,射高也越大。另外,可以明显

看到表示以最佳抛射角抛出物体的实线所对应的

射程最大。换句话说,不论是以小于(点虚线)还
是大于(虚线)38.65°的角度抛出铅球时,对应射

程均小于以最佳抛射角(38.65°)抛出铅球时所得

到的最大射程。

图2 三个典型抛射角给出的抛体轨迹图,其中实线表示

以最佳抛射角抛出所得到的抛射曲线
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2.1 运动员输出能量对抛射速度、最佳抛射角和

射程的影响

  运动员输出能量W 是度量运动员力量大小

的物理量,其直接决定运动员对铅球做功的大小。
图3实线给出铅球质量分别为4kg、6kg、7.26kg
时抛射速度v0 随运动员输出能量 W 的变化关

系。可以看到:随着输出能量W 的增加,铅球抛

射速度随之近似线性增加。严格地说,曲线斜率

逐渐减小,说明抛射速度随输出能量的增加而速

度有所放缓,但不是特别明显。当然,铅球质量越

轻,抛射速度上升的速度越快,这一点也可以从公

式(1)看出来。这里需要说明的是该图展示的输

出能量W 和铅球抛射速度的关系是假设运动员

以最佳抛射角抛出铅球的前提下得到的。
图3虚线 还 给 出 了 铅 球 质 量 分 别 为4kg、

6kg、7.26kg最佳抛射角随运动员输出能量W 的

变化关系。随着运动员输出能量W 的增大,最佳

抛射角单调且快速增大,随后趋于饱和。同一输

出能量下,铅球质量越大,最佳抛射角越大。换句

话说,对于同一个运动员,若抛射的物体越重,则
应该适当加大抛射角。在文章开头,我们提到当

抛体运动与抛射物体质量和抛射速度无关时,最
佳抛射角为

 

45°,而从这个图可以得到一个信息:
不管输出能量或抛射速度如何增加,最佳抛射角

只能无限接近但始终小于45°。

图3 铅球抛射速度v0(右侧纵轴)和最佳抛射角

(左侧纵轴)随运动员输出能量W 的变化关系

图4实线给出铅球质量分 别 为4kg、6kg、

7.26kg时最大射程(实线,右侧纵轴)和最佳抛射

角(虚线,左侧纵轴)随输出能量的变化关系。当

铅球抛射速度较小时,最佳抛射角随抛射速度的

图4 最大射程和最佳抛射角随输出能量的演化关系

增加而从零开始快速增加,之后最佳抛射角的增

速明显放缓。当抛射速度趋于无穷大时,最佳抛

射角也无限接近45°。最大射程与抛射速度几乎

呈线性关系。该图给出的一个重要信息是:铅球

抛射速度越大,最佳抛射角也越大。
为了直观表示抛射速度与射程和最佳抛射角

之间的关系,表1给出不同抛射速度与射程和最

佳抛射角的对应关系,其中计算参数手臂长度l=
0.6m,肩膀高度h=1.5m。理论数值计算表明,
铅球质量的差别并不会改变表格中的数据,所以

这里并未列出铅球质量。随着抛射速度的增大,
射程和最佳抛射角均单调增加。当抛射速度处在

6.26~8.21m/s时,射程和最佳抛射角分别处在

6~9m和31.48°~36.55°之间;当抛射速度处在

8.21~12.43m/s时,射程和最佳抛射角分别处在

9~18m和36.55°~41.03°范围内,而当抛射速度

处在12.43~13.55m/s时,射程和最佳抛射角分

别处在18~21m和41.03°~41.63°之间。这些数

据是典型参数手臂长度l=0.6m和肩膀高度h=
1.5m下得到的,运动员肩膀高度、手臂长度等差异

会对上述结果有影响,但影响较小,详情可见表6。

表1 不同抛射速度所对应的射程和最佳抛射角

其中计算参数手臂长度l=0.6m,肩膀高度h=1.5m

抛射速度/(m/s) 射程/m 最佳抛射角/(°)

6.26 6 31.48

8.21 9 36.55

9.81 12 38.86

11.19 15 40.18

12.43 18 41.03

13.55 21 41.63
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  由于不同级别赛事的比赛用球质量不一样,
在表2~4中,我们给出分别对应于青少年女子

组、青少年男子组和成年男子组铅球比赛用球质

量4kg、6kg、7.26kg时,输出能量 W、抛射速度

v0、最佳抛射角和最大射程之间的对应关系。明

显可以看到:这几个物理量呈正相关,即某个量单

调增加时,其他量也随之单调增加。

表2 铅球质量m=4kg(青少年女子组)
手臂长度l=0.6m,肩膀高度h=1.5m

输出能量

W/J
抛射速度

/(m/s)
最佳抛射角

/(°)
最大射程

/m

100 6.61 32.66 6.48

150 8.25 36.61 9.06

200 9.63 38.65 11.63

250 10.84 39.88 14.19

300 11.93 40.72 16.75

350 12.93 41.32 19.31

表3 铅球质量m=6kg(青少年男子组),
手臂长度l=0.6m,肩膀高度h=1.5m

输出能量

W/J
抛射速度

/(m/s)
最佳抛射角

/(°)
最大射程

/m

200 7.73 35.61 8.20

300 9.63 38.65 11.63

400 11.21 40.20 15.05

500 12.61 41.14 18.46

600 13.86 41.77 21.87

表4 铅球质量m=7.26kg(成年男子组)
手臂长度l=0.6m,肩膀高度h=1.5m

输出能量

W/J
抛射速度

/(m/s)
最佳抛射角

/(°)
最大射程

/m

200 6.97 33.74 7.01

300 8.69 37.36 9.85

400 10.14 39.22 12.67

500 11.41 40.35 15.50

600 12.55 41.11 18.32

700 13.60 41.65 21.13

2.2 理论计算结果与运动员实际投掷数据的

比较

  为了检验理论计算结果的可靠性,我们把运

动员实际抛射速度选为理论计算的抛射速度,在
表5中比较了三名铅球运动员投掷数据与理论计

算结果,其中理论计算取手臂长度l=0.6m,肩膀

高度h=1.5m。为了避免概念混淆,这里需要强

调的是:本文所指的抛射高度并不直接等于运动

员身高,也不等于运动员的肩膀高度,而是等于运

动员肩膀高度和手臂长度在竖直方向上的投影之

和,即抛射高度 H=|-h|+lcosθ。假定运动员

各自以表5中的第三列所示的抛射速度及最佳抛

射角抛出时,由公式 H=|-h|+lcosθ计算得到

的抛射高度均约为1.90m(运动员实际抛射高度

与此值的轻微差别所导致的铅球成绩差别很小,
具体可见2.3小节的分析),此即为表5第二列小

括号内数据的由来。可以看到,三名运动员实际

抛射角均在不同程度上偏离于各自最佳抛射角,
而运动员的实际成绩也都比理论预测的最大射程

要小。更具体地说,前两名运动员的实际抛射角

与最佳抛射角非常接近,而实际成绩虽然与理论

预测的最大射程相差不大,但均都小于理论最大

射程;最后一名运动员实际抛射角与最佳抛射角

相差较大,而其实际成绩也与理论预测的最大射

程要小不少。

表5 三位著名铅球运动员投掷参数与理论计算结果的比较

理论计算取铅球质量m=6kg,手臂长度l=0.6m,
肩膀高度h=1.5m

姓名

抛射

高度

/m

抛射

速度

/(m/s)

抛射角

(最佳

抛射角)
/(°)

实际成绩

(理想

最大射程)
/m

隋新梅
1.96
(1.90)

13.40
(13.40)

41
(41.56)

20.25
(20.57)

黄志红
2.06
(1.90)

13.35
(13.35)

42
(41.53)

20.24
(20.44)

李梅素
1.98
(1.90)

13.27
(13.27)

35
(41.49)

19.46
(20.22)

  注:(1)小括号内的数值为理论计算结果,而小括号前面的数

值表示 运 动 员 实 际 投 掷 参 数 真 实 值;(2)运 动 员 数 据 摘 自

文献[10,11]。

  总结起来说,在抛射高度和抛射速度均各自

相同的前提下,三位铅球运动员的实际抛射角均

与理论计算出的最佳抛射角有一定偏差,而她们

的实际投掷成绩也如预期的小于各自的理论最大

射程。另外,三位铅球运动员与理论计算结果的
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比较同样说明:运动员实际抛射角偏离最佳抛射

角越多,则运动员铅球成绩偏离理论最大射程也

越大;反之,则越趋近于理论最大射程。从这一点

来看,本文对铅球运动最佳抛射角和最大射程的

理论描述可信度高,对投掷类运动具有一定的参

考和指导意义。

2.3 肩膀高度和手臂长度对抛射速度、最佳抛射

角和射程的影响

  表6给出同一输出能量W=300J以及铅球

质量为m=6kg
 

(青少年男子组)时,四组不同肩

膀 高 度 和 手 臂 长 度,即 h,l  = 1.5,0.6  ,

1.5,1.1  ,2,0.6  ,2,1.1  ,所对应的抛射速

度、最佳抛射角和最大射程的比较。从表中第一

行和第二行数据可以看到(在输出能量相同的前

提下),手臂长度的差别对抛射速度以及最佳抛射

角有一定影响:手臂越长,抛射速度以及最佳抛射

角越小,但射程越大。但从最后一列数据来看,手
臂长度的差别对最大射程的影响非常小,近似可

以忽略。而如果我们比较第二行和第四行数据,
发现肩膀高度越高,最佳抛射角越小,而最大射程

越大。总体而言,抛射点的位置越高,最佳抛射角

越小,这与文献[12]的结果相符。

表6 在同一输出能量W=300J以及铅球质量为m=
6kg时,四组不同肩膀高度和手臂长度所对应的抛射速度、

最佳抛射角和最大射程的比较

肩膀

高度

/m

手臂

长度

/m

抛射

高度

/m

抛射

速度

/(m/s)

最佳

抛射角

/(°)

最大

射程

/m

1.5 0.6 1.87 9.63 38.65 11.63

1.5 1.1 2.15 9.34 36.23 11.67

2 0.6 2.37 9.63 37.57 12.06

2 1.1 2.63 9.36 35.13 12.10

2.4 抛射角对抛射速度和射程的影响

表7给出抛射高度、抛射速度和射程对抛射

角的依赖行为。计算参数选为铅球质量m=6kg,
手臂长度l=0.6m,肩膀高度h=1.5m,而该参数

组对应的最佳抛射角为40.20°。可以看到,随着

抛射角的增加,抛射高度和抛射速度均单调减小,
而射程则呈现先增大后减小的类抛物线行为。当

抛射角偏离最佳抛射角为±2°时,射程与最大射

程相差约四厘米,而当抛射角偏离最佳抛射角为

±4°时,射程与最大射程相差约十厘米。从这一

点来看,抛射角对抛体运动射程有一定影响,但只

要保持在最佳抛射角附近,则对射程的影响较小。

表7 不同抛射角对抛射高度、抛射速度和射程的影响,
其中计算参数选为铅球质量m=6kg,手臂长度

l=0.6m,肩膀高度h=1.5m

抛射角/(°) 抛射高度/m 抛射速度/(m/s) 射程/m

34.00 1.84 11.26 14.78

36.00 1.85 11.24 14.92

38.00 1.87 11.23 15.01

40.20 1.89 11.21 15.05

42.00 1.90 11.20 15.02

44.00 1.92 11.19 14.94

  注:该参数组对应的最佳抛射角为40.20°。

3 结语

抛体运动规律与力学知识密切相关。本文对

斜上抛运动进行数学建模,借助 Mathematica软

件及运用力学知识详细研究铅球运动中运动员输

出能量、肩膀高度、手臂长度和抛射角如何影响铅

球运动成绩的问题。如表5所示,理论计算结果

与铅球运动员实际投掷数据的比较表明:在抛射

高度和抛射速度均各自相同的前提下,铅球运动

员的实际抛射角均偏离于理论计算得到的对应最

佳抛射角,而运动员的实际投掷成绩也如预期的

小于理论最大射程。更进一步,运动员实际抛射

角偏离最佳抛射角越多,则运动员铅球成绩比理

论最大射程小得越多;反之,则越接近理论最大射

程。这说明理论计算的可靠性较高。得到如下主

要结论:
(1)

 

抛射点高于落地点的斜抛运动,随着抛

射速度的增大,最佳抛射角单调增加,但始终小于

理想情形的45°;
(2)

 

运动员肩膀高度的差异对抛射速度的影

响非常小,但对最大射程有一定影响,差别约为几

十厘米,且肩膀高度越高,最佳抛射角越小而最大

射程越大;
(3)

 

当运动员肩膀高度相同时,手臂长度的

差别同样对铅球运动成绩的影响非常小,差别仅

约为几厘米;
(4)

 

在抛体运动中,当抛射角偏离最佳抛射

角±2°时,实际射程比最大射程小约4cm,而当抛
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射角偏离最佳抛射角±4°时,实际射程比最大射

程小约10cm。
(5)

 

当抛射速度为6.26~8.21m/s时,对应的

射程和最佳抛射角分别处在6~9m和31.48°~
36.55°之间;当抛射速度为9.81~11.19m/s时,
对应的射程和最佳抛射角分别处在12~15m 和

38.86°~40.18°范围内,而当抛射速度为12.43~
13.55m/s时,对应的射程和最佳抛射角分别处在

18~21m和41.03°~41.63°。
综上所述,影响铅球运动成绩的最主要因素

是抛射速度的大小,其次是抛射角度和肩膀高度,
最后是手臂长度。但是运动员在投掷铅球时,应
该尽量结合技术特点使抛射角度处在最佳抛射角

附近,而不能为了追求抛射速度而盲目降低抛射

角度。本文研究结果对其他投掷类型运动,比如

掷铁饼,也具有一定指导和借鉴意义。
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