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势垒隧穿含时演化的Julia数值模拟
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摘 要 势垒隧穿是初等量子力学中的一个重要模型,但由于求解其波函数涉及超越方程,因
此在许多初等量子力学教材中往往着重对透射系数的讲解,很少提及其波函数演化,
在部分教材中虽有提及,但往往采用图解法,不利于初学者对该过程的理解。本文针

对这一问题,提出了一种便于初学者理解的数值计算方法。该方法根据矩阵力学的向

量化思想,将薛定谔方程中的波函数与算符分别以向量和矩阵的形式进行离散化,并
利用Julia编程对几种势垒情况下的波函数隧穿的含时演化进行数值模拟。
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Abstract Quantum
 

tunneling
 

is
 

an
 

important
 

model
 

in
 

elementary
 

quantum
 

mechanics.
 

How-
ever,

 

since
 

solution
 

of
 

its
 

wave
 

function
 

involves
 

transcendental
 

equation,
 

many
 

elementary
 

quantum
 

mechanics
 

textbooks
 

often
 

focus
 

on
 

the
 

explanation
 

of
 

transmission
 

coefficient,
 

and
 

rarely
 

mention
 

the
 

evolution
 

of
 

wave
 

function.
 

Although
 

this
 

process
 

is
 

mentioned
 

in
 

some
 

textbooks,
 

it
 

is
 

often
 

solved
 

by
 

graphic
 

method,
 

which
 

is
 

not
 

conducive
 

to
 

beginners􀆳
 

under-
standing

 

of
 

the
 

process.
 

In
 

this
 

paper,
 

a
 

numerical
 

calculation
 

method
 

for
 

beginners
 

is
 

pro-
posed

 

to
 

solve
 

this
 

problem.
 

According
 

to
 

Dirac􀆳s
 

vectorization
 

idea,
 

the
 

state
 

vectors
 

and
 

op-
erators

 

in
 

the
 

Schrodinger
 

equation
 

are
 

discretized
 

in
 

the
 

form
 

of
 

vectors
 

and
 

matrices,
 

respec-
tively,

 

and
 

the
 

time-dependent
 

evolution
 

of
 

wave
 

function
 

tunneling
 

under
 

several
 

potential
 

barriers
 

is
 

solved
 

by
 

Julia
 

numerically.
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  势垒隧穿是量子力学中的一种独特现象,在
大量领域都有重要应用,已经成为当今凝聚态物

理、材料物理、纳米物理及微电子器件制造领域的

一个重要问题[1]。

许多量子力学教材也将势垒隧穿现象作为一

维定态问题中的一个重要模型进行讲解。由于势

垒隧穿过程中的散射波函数是不可归一化的,在
求解薛定谔方程的过程中涉及超越方程,因此大
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多数教材对势垒隧穿的讨论仅仅集中在透射系数

和反射系数上,没有涉及波函数的含时演化问

题[2-6];在一些涉及波函数含时演化的量子力学或

计算物理教材中,常常采用图解法[7]或打靶法[8]

来计算,但这两种计算过程,并不具有物理意义,
使得初学者对势垒隧穿过程中波函数的演化行为

不甚了解。
本文借助了矩阵力学中“波函数Ψ 对应于列

向量|Ψ>,算符则对应于作用于这些向量的矩阵”
的思想,将波函数离散为坐标表象下的离散列矢

量,通过构建时间演化算符的矩阵形式,对势垒隧

穿过程中波函数的含时演化进行数值计算,以帮

助初学者进一步理解势垒隧穿过程中波函数的行

为和理解如何对量子系统进行数值计算。
本文的计算过程在jupyter

 

notebook环境下,
以Julia语言编程实现。Julia内置的高效线代运

算库、优秀的符号特性以及绘图库也有助于激发

初学者的兴趣。

1 一维势垒隧穿

设质量为m 的粒子以给定的能量E=
 2k2

2m
自

左方入射,遇到图1所示的势垒

V x  =
0, x<0,x>a
V0, 0≤x≤a (1)

其中,V0>E,求粒子的运动状态。

图1 势垒隧穿示意图

在经典力学中,由于V0>E,粒子无法越过势

垒,将在x=0处被势垒反射,但在量子力学中,由
于粒子的波动性,粒子有一定概率透过势垒进入

x>a 的区域。由于粒子的能量是给定的,而粒子

是从x=-∞处射来,这一问题属于游离态的定

态问题,波函数可以表示成

ψx,t  =ψx  e
-
ik
h 2  

  空间波函数ψ(x)满足薛定谔方程

-
 2

2mψ″+V x  ψ=Eψ=
 2k2

2mψ 3  

  势垒隧穿也称为“隧道效应”。文献[9]中给

出了方势垒情况下的透射系数与反射系数,但其

波函数涉及超越代数方程组无法给出解析解,在
教学中,往往采用图解法近似计算[7]。

2 离散处理

2.1 参数约定

在数值模拟中,一个重要的误差来源就是四

舍五入带来的舍入误差,一般为了减少舍入误差

会给参数选择合适的单位,使参数处在同一数量

级[8]。但由于本文仅面向初学者进行介绍,为使

问题简化,本文取自然单位制,令粒子质量与约化

普朗克常数为1,在实际的数值模拟中,应当通过

选择单位或构建无量纲参 数 的 方 法 减 少 舍 入

误差。

2.2 波函数作为列向量

在狄拉克符号下,t时刻x 位置的波函数值

Ψ(x,t)表示为<x|Ψ(t)>,其中,|Ψ(t)>为t时刻

下的波函数,称为态矢;|x>为态矢的一个基矢。
对采用|x>表示的态矢称为x 表象。含时薛定谔

方程为

i d
dt Ψ x,t  >=Ĥ Ψ x,t  > 4  

  因此某一时刻的波函数可以通过列向量表

示,如

Ψ x,t  >=

Ψ x1  
Ψ x2  
Ψ x3  
︙

Ψ xn  

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

t

5  

  在Julia中可以通过LinRange函数快速生成

一个向量。本文从动量表象下的高斯波包出发,
经逆傅里叶变换到坐标表象再作为初始波函数,
这样有利于指定波函数的初始动量、波包宽度等

参数。

2.3 微分算符作为矩阵

在x 表象下,哈密顿算符 Ĥ 可以写成

Ĥ =
 2

2m
·d

2

dx2+Û 6  
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其中,d
2

dx2可以写作二阶微分算符

Δ

2。

为了将微分算符写作矩阵形式,考虑二阶微

分的差分近似

d2Ψ
dx2 =lim

Δx→0

Ψ x-Δx  -2Ψ x  +Ψ x+Δx  
(Δx)2

7  
  作用到t时刻的态矢,得到本征方程

Δ

2·

Ψ x1  
Ψ x2  
Ψ x3  
︙

Ψ xn  

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

t

=

Ψ x1  -2Ψ x2  +Ψ x3  
Δx  2

Ψ x2  -2Ψ x3  +Ψ x4  
Δx  2

Ψ x3  -2Ψ x4  +Ψ x5  
Δx  2

…

Ψ xn-2  -2Ψ xn-1  +Ψ xn  
Δx  2

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

t

8  

其中,Δx=xn-xn-1。
可以得到二阶微分算符形式为

Δ

2=

-2 1 0 0 … 0 0
1 -2 1 0 … 0 0
0 1 -2 1 … 0 0
0 0 1 -2 … 0 0
… … … … ︙ … …

0 0 0 0 … -2 1
0 0 0 0 … 1 -2

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

9  
  在Julia中,可以利用SymTridiagonal函数快

速构建二阶微分算符。

2.4 势能算符

将势能算符Û 作用到t时刻的态矢,得到本

征方程

Û·

Ψ x1  
Ψ x2  
Ψ x3  
︙

Ψ xn  

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

t

=

U x1  
U x2  
U x3  
︙

U xn  

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

t

10  

  由此得到算符Û 的矩阵形式如下

Û=

U x1  0 0 … 0 0
0 U x2  0 … 0 0
0 0 U x3  … 0 0
… … … ︙ … … …
0 0 0 …U xn-1  0
0 0 0 … 0 U xn  

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

11  

  因此 Û 是以势函数值为本征值的对角阵,利
用Julia中的Diagonal函数可以快速构造势能算符。

利用Diagonal函数得到的三种势垒如图2所示。

图2 利用Diagonal函数得到的三种势垒

(a)
 

阶梯势垒;
 

(b)
 

方势垒;
 

(c)
 

三角势垒
 

2.5 含时演化
在势场不显含时间t时,薛定谔方程存在下列

形式的特解,即Ψ(r,t)可以分离变量
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Ψr,t  =ψr  ft  12  
代入式(4)分离变量后,得
i 

ft  
df
dt=

1
ψr  -

 2

2m

Δ

2+Vr  􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

ψr  =E

13  
E 是既不依赖于t,也不依赖于r的数,这样

d
dtlnf(t)  = -

iE
 14  

所以

ft  ~e
-
iEt
   15  

因此,特解式(12)可以表示为

ψr,t  =ψE r  e
-
iEt
   16  

e(-iEt/ )称为时间演化算符,狄拉克符号表示为

Ψt  >=e
-
iEt
   Ψ 0  > 17  

  结合能量本征方程 Ĥ·|Ψ>=E·|Ψ>和
式(17),并取每次演化的时间间隔为Δt,得下式

Ψ Δt  >=e
-
îHt
   ·Ψ 0  > 18  

其中,̂H 哈密顿算符,其矩阵形式通过将式(9)、式
(11)代入式(6)获得,有如下形式

Ĥ =

-
 2

m +U x1  
 2

2m
… 0 0

 2

2m -
 2

m +U x2  … 0 0

… … ︙ … …

0 0 … -
 2

m +U xn-1  
 2

2m

0 0 …  2

2m -
 2

m +U xn  

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(19)

最后,按照式(18),将时间演化算符对波函数重复

作用,就实现了时间步长为Δt的含时演化。
取初始波函数的动能期望值略低于势垒高度,

对三种势垒下隧穿现象的数值模拟结果如图3所

示(势垒仅作示意,并对方势垒、三角势垒右侧的透

射波概率密度进行了放大)。
分析发现,当波包能量与势垒高度相当时,一

部分波被反射、一部分波隧穿过势垒。当隧穿完成

后,对方势垒左侧概率密度积分可以得到反射系数

与透射系数,符合文献[9]中的结论。

3 结语

本文根据矩阵力学的物理思想,基于开箱即

用的高级语言Julia,以数值模拟方法计算了势垒

隧穿过程中的波函数的含时演化。一方面,使学

生初步了解数值计算在量子力学模型中的应用及

流程,接受“函数即向量,算符即矩阵”的思想;另
一方面,在数值计算过程中,学生可以十分直观地

认识到势垒隧穿过程中波函数的演化行为,加深

了对势垒隧穿的理解。
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图3 势垒隧穿的波函数概率密度含时演化示意图

注:(a)、(b)、(c)
 

分别为方势垒、阶梯势垒、三角势垒情况,深线表示势垒、浅线表示波函数,深色波包部分是由于部分入射波与

反射波叠加所致,势垒两侧波包分别为反射波与透射波

■
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