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关于变形体虚功原理的若干认识

王国砚

(同济大学航空航天与力学学院,上海 200092)

摘 要 变形体虚功原理是变形体力学中的重要基本原理之一,在结构力学、弹性力学等课程

都有广泛应用,但是关于其表述和理解在不同课程和不同文献并不完全一致。笔者分

析了一些主要教科书和相关文献中的内容,针对变形体虚功原理的两个核心问题:
(1)变形体与质点系之间的关系问题,(2)内力虚功的定义和计算问题,给出若干认识;
据此认为质点系虚功原理和变形体虚功原理是辩证统一的;通过两个算例演示了本文

的分析过程。希望本文的认识有助于深化对变形体虚功原理的理解,并有助于形成从

质点系到变形体的一致的虚功原理描述体系。
关键词 虚功原理;虚位移原理;质点系;变形体;内力虚功
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  变形体虚功原理是变形体力学中最基本、最
重要的原理之一。理解变形体虚功原理及其成立

的条件,是正确运用变形体虚功原理的基础。
正确理解变形体虚功原理涉及到原理表述和

证明、变形体与质点系的关系、内力虚功等基本概

念。从近期国内一些主要的结构力学和弹性力学

教材以及相关文献来看,关于对变形体虚功原理

的认识,针对以上各概念问题,还存在若干理解差

异。出现对同一原理有不同理解的这种差异现

象,从学术研究方面看有违力学学科的公理化情

结,从教学实践方面看也增大了教学成本。因此,
如何统一认识,正确理解变形体虚功原理,并形成

从质点系到变形体的一致的虚功原理描述体系,
是值得深入思考的课题。

本文通过对变形体虚功原理的溯源和对不同

文献中虚功原理表述的梳理,针对与变形体虚功

原理有关的两个核心问题———变形体与质点系之

间的关系、内力虚功的定义和计算,给出笔者的若

干认识;在此基础上,认为质点系虚功原理和变形

体虚功原理是辩证统一的;通过两个算例演示了

本文的分析过程。希望能在厘清对变形体虚功原

理中若干基本概念的理解、统一对虚功原理的认

识、形成贯通一致的虚功原理描述体系等方面,起
到抛砖引玉的作用。

1 虚功原理的溯源

关于虚功原理的认识,最早可追溯到公元前

267—212年间[1]。但一般认为,是在1717年,由
约翰·伯努利系统性地提出了虚位移原理,只不

过当时称为虚速度原理[2,3]。拉格朗日也以虚速

度原理的提法给出了虚位移原理的表述,“如果任

何数目的物体或点的某个系统,在每个物体或点

受到任何力的作用而处于平衡,如果给这个系统

任何小的运动,结果每个点走过无限小路程,即发

生虚速度,那么力与每个沿力方向产生的相应路

径的乘积之和总等于零”[2];在此基础上,拉格朗

日针对约束质点系提出广义坐标描述法,并据此

以质点系虚位移原理为出发点,结合达朗贝尔原

理,建立了完整的分析力学体系[2,3]。在今天我们

谈论质点系虚位移原理时,一般都是以拉格朗日

的表述为出发点的。大约在19世纪末到20世纪

初,阿佩尔(P.T.Appell)又给出了看上去与拉格

朗日不太一样的虚位移原理表述,“系统平衡的充

分必要条件是,对为约束允许的任何虚位移,直接

作用力的虚功之和等于零”[2]。阿佩尔的虚位移

原理也是以虚速度原理的提法给出的,但将“直接

作用力的虚功之和等于零”列为“系统平衡的充分

必要条件”,相当于是以充分性和必要性命题的形

式给出了虚位移原理。拉格朗日的虚位移原理只

陈述了质点系处于平衡状态时其上的主动力虚功

之和等于零的命题,因而它只相当于阿佩尔虚位

移原理中的必要性命题。
在拉格朗日给出虚位移原理(或虚速度原理)

的年代,之所以没有称之为虚功原理,是因为那时

还没有功的概念,拉格朗日甚至将“力乘以虚位移”
称为“虚力矩”(virtual

 

moment);直到1829年,才由

科里奥利(G.G.de
 

Coriolis)将虚速度原理改称为虚

功原理[2,4]。这表明,今天我们所说的虚位移原理

与虚功原理实际是一致的。只不过,在理论力学和

分析力学领域,仍以称虚位移原理者居多;而在结

构力学、弹性力学等领域,以称虚功原理者居多。
关于虚功原理的证明,文献[2]认为“虚位移

原理可以不去证明”,其理由是原理无需证明。本

文的看法是:(1)
 

拉格朗日的虚位移原理表述中

没有明确说“主动力在虚位移上的虚功之和等于

零”是“系统处于平衡状态”的充要条件,它只是陈

述了“质点系处于平衡状态时其上的主动力虚功

之和等于零”这个客观事实(或如实记录了一个物

理现象),因而具有公理属性,可不证明(但它是可

得到证明的);(2)
 

阿佩尔的虚位移原理表述中明

确将“主动力在虚位移上的虚功之和等于零”列为

“系统处于平衡状态”的充要条件,建立了这两个

简单命题之间的“充要条件”关系,这就具有了定

理的属性,因而需要证明。我们通常所说的虚位

移原理(或虚功原理)的证明,一般是针对阿佩尔

的虚位移原理表述而言的。
虚功原理的证明可分为必要性命题的证明和

充分性命题的证明。一般来说,必要性命题的证

明比较容易,它只需要从平衡条件出发推导出总

虚功等于零的虚功方程即可;需满足的条件也比

较弱,一般认为只需要系统受到理想约束即可。
但是,充分性命题的证明相对比较困难,它不仅需

要满足系统受到双面理想完整定常约束或双面理

想非完整齐次约束等条件,还需排除一种称为“自
然运动”[5]的情形,本文对此的理解是:这要求系
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统原处于(静力)平衡状态。充分性命题的证明一

般采用反证法,即从假设“主动力在虚位移上的虚

功之和等于零”但“系统不处于平衡状态”出发,最
终推出矛盾的结果,从而使命题得证。文献[2]针
对阿佩尔表述的虚位移原理充分性和必要性命题

的证明,作了较详细的阐述。
关于虚功原理的表述及证明,涉及到质点系

的性质以及与可变形连续体之间的关系问题,还
涉及到内力虚功如何定义及计算的问题。因此,
本文拟着重讨论这两个核心问题。

2 变形体与质点系之间的关系

目前,在国内有关的力学教材和学术著作中,
关于可变形连续体(简称变形体)虚功原理的表

述,有不同的观点。其中一个主要问题是,质点系

虚位移原理(或虚功原理)能否直接运用于变形

体。其核心的问题是,变形体可否被看作质点

系———一种特殊的质点系。
有观点认为,变形体的虚功方程不可以直接

由质点系虚功方程推导出,理由是:离散质点系和

变形连续体这两种力学计算 简 图 有 本 质 的 不

同[5]。也就是说,认为质点系是离散系统(甚至是

由有限多质点组成的系统),而变形体是连续介

质,两者本质不同。也有观点将质点系与刚体系

划为一类体系,而将变形体划为另一类体系。
为搞清楚这个问题,笔者试图从历史和现状

两方面进行认识。从质点系虚位移原理的发展历

程看,拉格朗日在基于质点系虚位移原理建立以

广义坐标为基础的分析力学后,并没有明确说质

点系一定是离散的(甚至是有限质点的)系统,也
没有明确说质点系虚位移原理一定不能应用于变

形体。事实上,从文献[6]来看,拉格朗日当初就

运用 虚 速 度 原 理 (即 虚 位 移 原 理)来 求 解 弦

(string)、膜(membrane)等变形体的静动力学问

题。而从文献[3]、文献[6]、文献[7]来看,早期的

学者,如柯西、泊松等,都曾从分子模型(分子和分

子力)的角度来分析变形体,使得能够将变形体看

作质点系,从而应用拉格朗日的质点系虚速度原

理解决问题。这表明,将变形体用质点系模型来

分析,国外早已有之。根据文献[8],大约在1852
年前后,Green和 Haughton基于一系列假定,将
拉格朗日的质点系虚速度原理从以分子模型描述

的方法发展为以应力 位移描述的方法,Rankine
在他们的基础上进一步完善了该理论体系,从此

将拉格朗日的虚速度原理应用到弹性理论中,这
应该就是我们今天所看到的变形体虚功原理表述

方式的由来。文献[9]也是从质点系虚位移原理

出发推导出弹性体的虚功方程,即

δ ∫V0dτ-∫(Xu+Yv+Zw)dτ-

  ∫(􀭿Xu+􀭺Yv+􀭺Zw)ds =0 (1)

式中,方括弧内的第一个积分式代表应变能,第
二、三个积分分别代表弹性体内体力和边界上面

力的荷载势能。可以看出,式(1)与势能驻值原理

的数学表达式一致,其前提是弹性体的应力和位

移均为真实的。
文献[5]中将刚体视作一种特殊的质点系,

即:由无限多质点组成,质点与质点之间由无穷小

刚性约束联系。据此,笔者认为,既然刚体可以是

一种特殊的质点系,那么至少有理由将弹性变形

体也视作一种特殊的质点系,即:由无限多质点组

成,质点与质点之间由无穷小弹性约束联系。事

实上,文献[10]就采用这种“质点+无穷小弹簧+
无穷小阻尼器”模型来描述平面梁结构,如图1所

示。从文献[9]、文献[11]、文献[12]、文献[13]等
的表述看,这些文献都认为变形体(甚至包括流

体)可以看作质点系———一种特殊的质点系。

图1 文献[10]给出的梁模型

(a)
 

悬臂梁原型;
  

(b)
 

质点系模型

文献[14]对连续介质的定义做了精辟的阐

述。连续介质是由物质或材料构成的,描述连续

介质的最基本的量是材料的质量密度,因此连续

介质可以借助于质量密度进行定义。质量密度的

经典定义是基于数学上的 极 限 概 念 进 行 定 义

的,即

ρ(P)=lim
n→∞
Vn→0

Mn

Vn
(2)

其中,ρ 代表密度,P 是连续介质区域内的任一

点,Vn 是所选取的包括点P 在内的任意小体积
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(构成一个序列),而 Mn 则是该体积内材料的质

量,如图2所示。如果密度在区域V0 内任意一点

都能很好地定义(即极限(2)存在),则这一区域内

材料的质量被说成是连续分布的,称此材料为连

续介质。

图2 文献[14]给出的连续介质经典定义示意图

这样的定义无疑是严密的,且看上去与质点

系概念似乎也确有不同。然而,如果机械照搬这

个定义,则对于科学研究没有意义,因为在现实世

界中符合这种定义的连续介质实际上是不存在

的。例如空气,当体积Vn 尺度缩小到小于空气分

子自由程时,就没有满足式(2)定义的空气存在

了;同样,当Vn 小于液体的原子尺度时,也没有符

合式(2)定义的液体;等等。因此,文献[14]认为,
连续介质在经典定义的框架内应允许材料粒子

(material
 

particles)是离散的,它们之间应允许有

空隙,而不必像实数那样充满所占区域的实数空

间。于是,文献[14]又给出如下的质量密度定义:
当n→∞时,Vn 的极限趋于一个有限正数(a

 

finite
 

positive
 

number)ω,如果满足

ρ-
Mn

Vn
<ε (3)

则称比值Mn/Vn 的序列在具有可接受可变性(an
 

acceptable
 

variability)ε的意义上有极限ρ,量值ρ
被称为在有限极限体积(a

 

defining
 

limit
 

volume)

ω 内具有可接受可变性ε的意义上点P 处材料的

密度。在能够清楚理解可接受可变性和有限极限

长度、面积、体积的意义上,如果在空间V0 内每一

点的密度、动量、能量、应力、应变等都能被定义,
且是空间V0 内坐标的连续函数,则称V0 内的材

料是连续介质。本文认为,文献[14]关于密度和

连续介质定义的论述揭示了连续介质和质点系之

间的辩证统一关系。
在理论力学和分析力学中,由于不涉及连续

介质,所以我们见到的质点一般都是离散的孤立

质点,最多是有限多质点通过弹簧(以及阻尼器)
相互连接而构成包含弹性内力的质点系。但是,
在连续介质力学中,质量被假定为连续分布;因
而,如果假定其为质点系,则应认为是有无限多质

点通过无穷小弹簧(以及阻尼器)相互连接而成的

特殊质点系。连续介质力学中最基本的分析对象

是微元体。在三维直角坐标系中,就是用平行于

三个坐标平面的假象平面从弹性体内部截出来的

体积为dV 的微小六面体:dV=dxdydz(如果在

边界上,则可能是四面体),如图3所示。其中

dx、dy、dz均趋于零,这样就符合连续介质经典定

义的要求了。由于dx、dy、dz 均趋于零,所以基

于微元体分析得出的力学性质就代表了连续介质

内任一点的力学性质。在连续介质力学中,就将

该微元体假定为质点[15]。但本文认为,当分析该

微元体本身时,就不能认为它仅仅是一个质点,而
应认为它是内部仍包含无限多质点的质点系。

图3 弹性体中微元体示意图[16]

本文认为,这样的理解并不矛盾。事实上,在
理论力学和分析力学中,质点和质点系也是相对

的。比如地球,当放在宇宙范围内分析时可将其

当作一个质点看待,而当研究地球本身时又可将

其当作质点系看待。同样,在连续介质力学中,当
研究连续介质整体(变形体)时可假定微元体为质

点,而当研究微元体本身时,完全可以将其假定为

质点系。
通过学习理论力学可知,牛顿力学的最基本

出发点是质点和质点系,甚至可以说整个牛顿力

学都是建立在质点和质点系基础上的。如果将变

形体与质点系截然区别开来,那么变形体的力学

分析也就失去了牛顿力学基础。事实上,我们常

见的变形体力学分析的出发点仍然是牛顿力学的

基本原理。
据此,笔者的认识是:(1)

 

质点系是一种抽象
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的力学模型,对于刚体和变形体,甚至对流体,都
适用;(2)

 

变形体与质点系应该不矛盾,基于广义

坐标描述的质点系位移与基于连续函数描述的变

形体位移也应不矛盾;(3)
 

变形体(至少是常见的

弹性变形体)应可看作质点系———一种特殊的质

点系(由无限多质点组成,质点与质点之间由无穷

小弹簧约束联系)。从而,基于质点系建立的虚位

移原理或虚功原理等,均可直接运用于变形体。

3 关于变形体虚功原理的表述:内力虚功、虚应

变能及其他

  从一些主要的弹性力学和结构力学教材看,
关于变形体虚功原理的表述,经历了一些变化,也
形成了目前不太统一的表述体系。

除上面所说的质点系虚功原理能否直接运用

于变形体的问题外,另一个核心问题是,变形体内

力虚功可否定义? 如何定义? 有观点认为,变形

体内力是不可见的,内力虚功更是无从定义,所以

变形体内的虚功只能表述为“变形体所接受的虚

变形功”;但也有文献仍然沿用外力虚功和内力虚

功的提法表述虚功原理。此外,变形体虚功原理

还涉及到可能位移和虚位移、可能应力和虚应力,
以及它们在虚功原理中表述中的反映等。

下面对一些常见的弹性力学和结构力学教材

中关于变形体虚功原理的表述作一番梳理。

3.1 弹性力学教材中的表述

文献[17]对虚功原理的表述是,“设一弹性体

在已知的体力和面力的作用下平衡。若这弹性体

的位移增加一个微小的一部,则外力便要由于这

些微小的位移(虚位移)而做功。这些功就等于应

变能的增加部分”。可见,文献[17]针对弹性体给

出虚功原理,且认为虚位移是弹性体位移的微小

变化(笔者理解为变分)。所以,文献[17]认为“虚
功原理只是最小势能原理的一种物理解释”。另

外,文献[17]未提及弹性体内力做虚功,而是认为

外力在虚位移上做功等于弹性体应变能增加部分

(笔者理解为虚应变能)。
文献[12]中虚功原理的表述是,“假如一个连

续变形体处于平衡状态,则其外力与内力在任意

虚位移上的总虚功等于零。或者叙述为,若对一

个连续变形体所有外力与内力在任意虚位移上的

总虚功等于零,则该变形体必处于平衡状态”。可

见,文献[12]是针对连续变形体给出的虚功原理,
且相当于认为“变形体所有外力与内力在任意虚

位移上的总虚功等于零”是其处于平衡状态的充

分必要条件。此外文献[12]认为,“内力虚功与应

力在虚应变上所作的功恰恰差一个符号”,但未给

出“差一个符号”的缘由和物理解释。从文献[18]
对虚功原理的表述和讨论中看出,文献[18]和文

献[12]的表述看上去是一致的,但文献[18]认为

“内力所作的虚功等于外力对满足给定的几何边

界条件的任意无限小虚位移所作的虚功”,即表述

为内力虚功等于外力虚功。
文献[16]中弹性体虚功原理的表述是,“在弹

性体上,外力在任意一组几何可能位移上作的功,
等于任意一组静力可能的应力在与上述几何可能

位移所对应的应变上所作的功”。可见,文献[16]
在针对弹性体给出虚功原理时,引入了几何可能位

移和应变、静力可能应力等概念;采用了应力在应

变上作功的提法,但未提“内力虚功”的问题。并且

认为,当取真实应力为静力可能应力时,可由虚功

原理导出弹性体的虚位移原理和最小势能原理。
文献[19]中关于弹性力学虚功原理的表述与

文献[16]应该是相同的,并且作者认为虚功原理

是弹性力学中各种能量原理和能量方法的核心、由
此原理可以导出虚位移原理和虚应力原理[20]。笔

者的理解是,文献[20]的观点相当于认为虚功原理

与虚位移原理不完全一致,前者包含了虚应力原

理。但应注意的是,文献[20]所说的虚应力原理与

文献[12]等所说的虚力原理应该是不完全相同的,
前者只涉及虚应力,而后者的虚力包含所有力。

文献[21]将按静力可能应力在几何可能位移

上作功定义的原理称作“可能功原理”,而不是“虚
功原理”;将“应力功的负值”称为“内力功”;给出

基于“外力虚功与内力虚功之和为零”表述的可能

功方程。并且,文献[21]对内力在虚变形上的虚

功和应力在虚应变上的应力功之间的关系(即相

差一个负号)做了阐述。笔者的理解是,文献[21]
试图将虚功原理与可能功原理区分开来。笔者赞

同这种提法。事实上,文献[19]给出的虚功原理

似也可称为可能功原理,用可能功原理导出虚位

移原理和虚应力原理。这样一来,也就不矛盾了。
铁摩辛柯(S.

 

Timoshenko)是国际著名力学

家之一,因此有必要研究一下他给出的虚功原理

表述。他在1970年出版的《Theory
 

of
 

Elastic-
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ity》[9]中给出的虚功原理表述是“An
 

elastic
 

body
 

at
 

rest,
 

with
 

its
 

surface
 

and
 

body
 

forces,
 

consti-
tutes

 

a
 

system
 

of
 

particles
 

on
 

each
 

of
 

which
 

acts
 

a
 

set
 

of
 

forces
 

in
 

equilibrium.
 

In
 

any
 

virtual
 

dis-
placement

 

the
 

total
 

work
 

done
 

by
 

the
 

forces
 

on
 

any
 

particle
 

vanishes,
 

and
 

therefore
 

the
 

total
 

work
 

done
 

by
 

all
 

the
 

forces
 

of
 

the
 

system
 

vani-
shes.”。由此可见,铁摩辛柯也认为弹性体是一

种质点系,且直接将质点系虚位移原理应用于弹

性体。不仅如此,他在给出式(1)表达的虚功方程

后认为,“As
 

already
 

stated,
 

this
 

change
 

in
 

strain
 

energy
 

measures
 

the
 

work
 

done
 

against
 

the
 

mu-
tual

 

forces
 

between
 

the
 

particles
 

(as
 

in
 

stretching
 

springs).
 

To
 

get
 

the
 

work
 

done
 

by
 

the
 

mutual
 

forces
 

on
 

the
 

particles,
 

the
 

sign
 

must
 

be
 

re-
versed”,即认为内力虚功应取负号;并且作者认为

在一定条件下可由虚功原理导出势能驻值原理(见
式(1))。这样看来,文献[9]与文献[12]、文献[21]
等的观点都是一致的,与文献[17]的观点也一致。

然而,铁摩辛柯等在1972年出版的《Mechan-
ics

 

of
 

Materials》[22]中却将虚功原理表述为“如果

对荷载系作用下处于平衡的变形结构给一微小的

虚位移,那么由于外力(或荷载)所做的虚功等于

内力(或应力合力)所做的虚功”。在该书中,仍是

将质点系虚功原理推广到变形体,但虚功原理的

表述却有所改变。虽然仍沿用“内力所做的虚功”
的提法,但认为内力虚功就是应力合力虚功,并未

提及符号的差别。
这或许就是文献[5],文献[23],文献[24]等

认为目前在变形体虚功原理的内力虚功定义方面

存在“混乱”的缘由吧。可以认为,文献[21]是接

受了文献[9]的观点,而没有接受文献[22]的观

点。笔者也认为,铁摩辛柯在文献[9]中从质点系

虚位移原理出发建立的弹性体虚功原理是合理的

和令人信服的。至于为什么铁摩辛柯在如此短的

时间间隔内给出两种看上去如此差别的虚功原理

表述,有待进一步考证。
归纳一下,从本文列出的弹性力学文献中给

出的虚功原理表述看,弹性力学中的虚功原理概

念基本上是一致的,但有以下值得注意的问题:
(1)

 

关于虚位移和几何可能位移:文献[17]认
为虚位移是在弹性体处于平衡时的位移状态(在固

定时刻)的微小增量(笔者理解为变分);文献[21]

只提到可能位移,未提虚位移,将虚功原理称为可

能功原理;文献[16]给出了可能位移(uk
i)与真实

位移(ui)、虚位移(δui)之间的关系,即uk
i=ui+

δui。笔者的问题是:可能位移是否也是一种虚位

移? 力在可能位移上作功是否也是虚功? 笔者对

此的理解是:力在可能位移上作功可以理解为是

虚功,因为它符合虚功的概念;但可能位移未必是

虚位移,只有在一定条件下才可能是。此外,不论

是虚位移还是可能位移,均需为约束所容许,且应

在弹性体内满足几何方程和变形协调条件。
(2)

 

关于静力可能应力:从文献[16]等给出

的静力可能应力的定义看,除应满足平衡方程外,
它也具有任意性,因而也是可变分的。正因为如

此,弹性力学(包括结构力学)中关于虚功原理的

表述呈现出了多样性。在文献[17]给出虚功原理

中,可认为力是真实的、仅位移可变分,因而相当

于是一类变量的变分原理;在文献[19]等给出的

虚功原理或可能功原理中,可认为力和位移都可

变分,因而相当于是两类变量的广义变分原理。
文献[19]甚至给出了三类变量的广义变分原理。
但本文不对更广泛的变分原理展开讨论。

(3)
 

关于内力虚功:以上文献的虚功原理表

述中涉及到内力作功、应力作功、虚应变能等。文

献[17]未提内力或应力作功,只说外力作功被转

化为弹性体内的虚应变能。笔者认为这种表述无

疑是合理的,因为它符合物理学中的一般概念。
文献[12]和文献[21]都采用了弹性体内的内力可

以作功、且内力虚功为内力与虚变形乘积的负值

的提法。这种内力虚功定义无疑也是合理的,毕
竟,当将真实位移当作虚位移时,它也与物理学中

的一般概念(或理论力学中关于内力作功及与势

能之间关系的概念)相吻合。并且笔者认为,文
献[12],文献[21]的提法与文献[17]的提法并不

矛盾。因为,在真实位移的条件下,弹性体内的应

变能在数值上等于内力做功,但符号相反[11]。文

献[9],文献[12],文献[16],文献[18],文献[19],
文献[21],文献[22]等都将内力虚功定义为应力

在虚应变上所做的功(笔者认为应该是其积分),
只不过文献[9],文献[21]针对内力虚功和应力做

功之间的关系做了具体说明(指出了符号差别及

其意义)。
(4)

 

在所列出的关于弹性力学虚功原理的文

献中,文献[12,文献[18],文献[25],文献[26],文
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献[27]给出了虚功原理和余虚功原理的必要性和

充分性命题及论证,其余大部分文献只给出了虚

功原理(包括可能功原理)的必要性命题及论证。

3.2 结构力学教材中的表述

在我国较早期的结构力学教材中,如文献[13]、
文献[28],将质点系虚位移原理直接推广至变形

体,将变形体虚功原理表述为“变形体系处于平衡

的必要和充分条件是:对于任意微小虚位移,外力

所做的虚功 T 与内力所做的虚功V 之和为零”
(即T+V=0),且也将内力虚功定义为内力与虚

变形乘积的负值。可见,这些表述与文献[9]、文
献[12]、文献[21]等的表述一致。

然而,从目前的结构力学教材看,关于虚功原理

的表述却出现了一些变化。有些教材,如文献[29]
等,将变形体虚功原理表述为“任何一个处于平衡

状态的变形体,当发生任意一个虚位移时,变形体

所受外力在虚位移时所作的总虚功δWe,恒等于

变形体所接受的总虚变形功δWi”。可以看出,这
里表述与之前有两点变化:(1)不再提“充要条

件”,认为虚功原理只可以表述为必要性命题;
(2)不再提“内力虚功”和“虚应变能”,而是表述为

“变形体所接受的虚变形功”。笔者的问题是:“变
形体所接受的虚变形功”是由谁作的功? 按一般

的物理概念,作功总得有作功的主体,这个主体应

该是力。如果只提“接受的功”,而不提作功的主

体———内力,似容易令人费解。
文献[30]的虚功原理表述是“设变形体在力

系作用下处于平衡状态,又设变形体由于其他原

因产生符合约束条件的微小连续变形,则外力在

位移上所作外虚功W 恒等于各个微段的应力合

力在变形上所作的内虚功Wi”(即W=Wi)。可

见,在文献[30]的表述中也未提“充要条件”;虽然

提及“应力合力在变形上作内虚功”,但未明确提

及内力虚功问题,也未提及符号问题。可以认为,
文献[30]的表述与文献[22]的表述比较相似。

文献[31]的虚功原理表述是:“在变形体系

上,如果力状态中的力系能满足平衡条件,位移状

态中的应变能(笔者注:此处的“能”是动词)满足

变形协调条件(包括位移与应变的协调和位移与

约束几何相容),则外力虚功等于虚应变能”。可

见,在文献[31]的表述中也未提“充要条件”,且相

当于是也采用了可能位移和可能力系的表述方法;
此外,认为外力在虚位移上所作虚功等于变形体内

的虚应变能,即虚功方程为“W=V 或W-V=0”。
其中,W 是外力虚功,V 是虚应变能(笔者将-V
理解为内力虚功)。

由此可见,在国内目前的结构力学教材中,关于

变形体虚功原理的表述呈现出某些多样性。之所以

出现这些变化和多样性,笔者认为,这与文献[5]、文
献[23]、文献[24]、文献[29]等的观点有关。

4 关于变形体虚功原理的证明方法

由于上述变形体虚功原理的表述各有不同,
所以与各种表述对应的虚功原理证明方法也有所

不同。但笔者认为,其证明方法可大致归纳为以

下两种:(1)
 

直接从质点系虚位移原理出发,进行

推导;(2)
 

根据变形体特点,从变形体虚功计算两

种途径的一致性出发,进行推导。主要问题是如

何理解内力虚功及其定义。

4.1 直接从质点系虚位移原理出发进行推导

既然在分析力学中已经证明了质点系虚功原

理,而变形体又可看作是一种特殊的质点系,因而在

此基础上证明变形体虚功原理时,只需仿照在质点

系中的做法即可。但在具体推导时采用微元体分

析法,利用积分和积分变换等方法进行推导。常见

的弹性力学教材(如文献[9],文献[12],文献[16],
文献[17],文献[19],文献[21])和部分结构力学教材

(如文献[13],文献[28],文献[30],文献[31]),采用的

都是这种方法。只不过,在计算内力虚功时,不同

教材有所不同。笔者以文献[12]为例,简述如下。
在满足弹性力学基本假定的前提下,用假想

截面从弹性体中的任意一点处取出体积为dv=
dxdydz的微元体,列出其静力平衡微分方程;给
弹性体一个虚位移(如δu,

 

δv,
 

δw),使得弹性体

有相应的虚变形(即有虚应变);视微元体为质点,
将δu,

 

δv,
 

δw 视为该质点的虚位移,将微元体的

平衡微分方程乘以相应的虚位移,得到微元体(视
为质点)的虚功方程;对弹性体积分,得到弹性体

(视为质点系)的虚功方程;再利用高斯公式等积

分变换,最终可以得到用“外力虚功与内力虚功之

和等于零”的形式表达的虚功方程,从而使原理的

必要性命题得证。反之,从最终的虚功方程出发,
也可反推出微元体的平衡微分方程和边界条件,
从而使原理的充分性命题得证。详细推导过程可

参见文献[12],文献[27]等,本文不作过多展开。
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在这种推导中,各教材的不同点在于对内力

虚功的认定,关键点在于微元体上应力究竟是该

看作内力还是外力。有观点认为应力是一种内

力,也有观点认为当它被用假想截面从弹性体中

隔离出来后就应看作是外力了。从而导致有些观

点认为应力在虚位移(或虚应变)上所作虚功就是

内力虚功,有些观点认为其负值才是内力虚功。

4.2 从变形体虚功计算两种途径的一致性出发

进行推导

  不从质点系虚位移原理出发,而是直接分析

变形体的虚功,只证明变形体虚功原理中的必要

性命题。这种方法主要出现在一些结构力学教材

中,以杆件结构(或以一般变形体)为研究对象、也
采用微段(或微元体)分析法,但是从变形体虚功

计算两种途径的一致性出发进行推导。笔者以文

献[32]为例,简述如下。
先以单根杆件为研究对象,在满足结构力学

基本假定的前提下,用假想截面从杆中截出任意

一个微段作为隔离体;做受力分析,将该微段上的

受力分为“切割面内力”(即用假想截面将各内力

暴露出来,看作是“外力”)和实际外力(在结构力

学中已无“体力”和“面力”的概念);给该杆件一个

虚位移(包括刚体虚位移和变形虚位移);分别从

以下两种途径计算微段上的外力和切割面内力在

相应的虚位移上所作虚功:
(1)

 

第一种途径是将变形体的总虚功(δW)视
为外力所作虚功(δWe)与所有切割面内力所作虚

功(δW 内)之和,即δW=δWe+δW 内。由于每一个

截面两侧暴露出来的切割面内力互为作用力和反

作用力,它们总是大小相等方向相反,而所经历的

虚位移却相同,因此它们所作的虚功恒相互抵消,
其和为零,即δW 内=0。于是,整个杆件上的虚功

便等于外力虚功,即δW=δWe。
(2)

 

第二种途径是将杆件上各微段的虚位移

分解为刚体虚位移和变形虚位移两部分,而总虚

功(δW)可视为作用于各微段上的所有力在刚体

虚位移上所作虚功(δW 刚)与在变形虚位移上所作

虚功(δWi)之和,即δW=δW 刚+δWi。由于各微

段上的所有力均处于平衡状态,故由刚体系的虚

功原理可知,所有力(将切割面内力也看作是外

力)在刚体虚位移上所作虚 功 之 和 等 于 零,即
δW 刚=0。于是,就有δW=δWi。

由于变形体的总虚功(δW)是一定的,不应随

计算途径的不同而改变,于是可得该杆件的虚功

方程———δWe=δWi。在此基础上,不难将单根杆

件的虚功方程推广至杆系结构的虚功方程:其形

式仍不变,但δWe 和δWi 都是杆系结构的总虚

功。问题是,在这里δWi 应该称为什么? 按文献

[5],文献[23],文献[24],文献[29]等的观点,应
称为

 

“变形体所接受的虚变形功”。δWi应该如何

计算? 从文献[32]给出的算式看,还是用杆件各

内力(弯矩、剪力、轴力等)在各自相应的变形虚位

移(或虚变形)上所作虚功计算的,只不过不称其

为“内力虚功”。
由此可见,国内常见弹性力学和结构力学教

材在推导变形体虚功方程时,主要分歧点之一在

于对变形体内力虚功的认定和计算上。笔者认

为,目前常见的虚功方程推导过程有一个共同问

题:未涉及微元体或杆件微段的内部。微元体或

微段的内部是什么? 有何相互作用? 笔者的认识

是,如果将微元体或微段仍作为质点系看待,那么

其内仍应看作是由无限多质点组成,其内仍应存

在相互约束力,即内力。因此,如果能够接受变形

体也属于质点系(一种特殊质点系)的观点,将质

点系虚位移原理(或虚功原理)运用于变形体,包
括微元体或微段,则可以较容易地推导出变形体

虚功方程,且可给出符合一般物理意义的内力虚

功定义(即内力虚功等于内力在虚变形上所作虚

功的负值)。
然而,有观点认为,弹性力学中虽然利用微元

体建立了应力和应变等概念,推导了平衡微分方

程,但实际上表达的是弹性体内任一点的应力应

变状态和平衡微分方程。对此,笔者认为,弹性力

学中的“点”和分析力学中的“质点”应该不完全等

同。根据本文前面对变形体中质点的理解,弹性

力学中的“点”应理解为是在微元体的体积(或几

何尺度)趋近于零的条件下收缩成为一点,但不能

说这个点就一定只包含一个质点。因此,即使对

于弹性力学意义上的“点”,也可理解为是其内含

有无限多质点的质点系(即变形体是一种特殊的

质点系),也可运用质点系虚功原理。

5 算例

为了深化对变形体虚功原理的理解,本文用

两个算例演示虚功方程的推导过程、内力虚功计
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算的特点等。其中,第一个例子是受弹簧(包括刚

性链杆)连接的质点系,用于演示对质点系虚功原

理的理解;第二个例子是受轴向荷载的弹性杆件,
用于演示对变形体虚功原理的理解。但第一个例

子对第二个例子有支撑作用。
例题1 设图4(a)所示为四质点“弹簧 质量

振子”系统,各弹簧均为线弹性弹簧,但其中第二

个弹簧刚度为无穷大(即为刚性链杆)。试基于质

点系虚功原理建立该系统的虚功方程。

图4 例题1的计算模型

(a)
 

计算简图;
 

(b)
 

隔离体受力图

本文希望通过本例演示根据质点系虚功原理

推导基于内、外力表达的虚功方程的过程,以及内

部弹性约束力和刚性约束力所作虚功的特点等。
解法一:

1)
 

选择广义坐标,建立坐标系

显然,确定该系统的位置(也是位移)需要四

个坐标,即xi
 (i=1~4),其中x1=x2,所以只有

三个独立坐标。选择独立坐标xi
 (i=2~4)为广

义坐标(x1 为多余坐标),坐标系如图4(a)所示,
坐标原点位于各质点的平衡位置,也是各弹簧无

变形的自然位置。
设系 统 在 x1=x2、x3、x4 位 置 处 于 平 衡

状态。

2)
 

采用隔离体法分析各质点上的作用力

设各质点所受外力大小为F1~F4,方向如

图4所示。
各质点所受内力可根据各弹簧的变形量(或

弹簧两端位移)按下式计算

Fs1=K1Δ1=K1x1,

Fs2=K2Δ2=K2(x2-x1),

Fs3=K3Δ3=K3(x3-x2),

Fs4=K4Δ4=K4(x4-x3)
(a)

其中,Δi 是弹簧i的变形量,但Δ2=0。不失一般

性,这里可暂且假定各弹簧(包括刚性链杆)内的

作用力(即内力)均为拉力,如图4(b)所示。
几点注意:(1)

 

虽然弹簧2的刚度K2 为无穷

大,但变形量Δ2 为零,所以其两端的力Fs2 仍可

以为有限值;(2)
 

如果设弹簧1左端(与固定端联

接)的位移为x0=0,则各弹簧(包括刚性链杆)的
内力可写成:Fsi=KiΔi=Ki(xi-xi-1),i=1~
4;(3)

 

式(a)表示,该质点系处于平衡状态时的内

力和位移都是真实的,他们之间服从虎克定律。

3)
 

设虚位移

设系统内各质点在真实位移x1=x2、x3、x4

附近分别产生虚位移δxi(i=1~4),其中δx1=
δx2。设各虚位移δxi 的正方向与位移xi 的正方

向一致。由此可得:δΔi=(δxi-δxi-1),i=1~4。
其中,δx0=0,δΔ2=0。δΔi 可理解为是各弹簧(包
括刚性链杆)因两端点虚位移而产生的虚变形。

需要注意的是,根据等时变分的概念,此时可

以理解为是将时间“凝固”来看待虚位移。所以,
尽管将虚位移理解为真实位移的变分(代表在其

附近的任意微小变化),但系统原处于平衡状态时

的外力、内力和位移等均不因此而改变。

4)
 

计算虚功

计算各质点上的所有力在各自虚位移上的虚

功,有

①
 

外力虚功

δWi外 =Fiδxi, i=1~4 (b)

  ②
 

内力虚功:注意到各质点上内力的假定方

向和质点虚位移的假定方向,内力虚功可按下式

计算

δW1内 =-Fs1δx1+Fs2δx1,

δW2内 =-Fs2δx2+Fs3δx2,

δW3内 =-Fs3δx3+Fs4δx3,

δW4内 =-Fs4δx4

(c)

  相应地,该系统的外力与内力虚功之和分

别为

δW 外 =∑
4

i=1
δWi外 =∑

4

i=1
Fiδxi (d)
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δW 内 =∑
4

i=1
δWi内 =-∑

4

i=1
Fsi δxi-δxi-1  

=-∑
4

i=1
FsiδΔi

=-Fs1δΔ1-Fs3δΔ3-Fs4δΔ4 (e)
注意到,由于质点1和质点2之间为刚性约束,

δΔ2=0,所以其约束力Fs2 所作的虚功为零。因

此,从这里可以看出,各质点之间的相互约束力

(即内力)在刚性虚位移上所作的虚功之和为零,
而在虚变形上所作虚功一般不为零。此外还可看

出,式(e)给出的内力虚功δW 内 是内力与虚变形

乘积的负值。

5)
 

建立虚功方程

根据文献[5]给出的质点系虚功原理表述,有

δW 外 +δW 内 =0 (f)
即

∑
4

i=1
Fiδxi-∑

4

i=1
FsiδΔi=0,

或∑
4

i=1
Fiδxi-Fs1δΔ1-Fs3δΔ3-Fs4δΔ4=0 

(4)
这就是该系统的虚功方程。但应注意到,在建立

该方程时,并未用到式(a)。这表明,至此,作功的

力与虚位移可以是无关的。但是,当在式(4)中引

入式(a)时,将得到下面的关系。

6)
 

虚功原理与势能驻值原理的关系

根据题设的线性弹簧假定和变分法则,现将

式(a)代入式(4),可得

∑
4

i=1
Fiδxi-∑

4

i=1
δ 12KiΔ2

i  
=∑

4

i=1
Fiδxi-δ∑

4

i=1

1
2KiΔ2

i  =0 (g)

也可写成

δ∑
4

i=1

1
2KiΔ2

i  -δ∑
4

i=1
Fixi  

=δ∑
4

i=1

1
2KiΔ2

i -∑
4

i=1
Fixi  =0 (h)

令

U=∑
4

i=1

1
2KiΔ2i,EP = -∑

4

i=1
Fixi,E=U+EP

(i)
其中,U 是系统的势能,即系统因真实变形而储存

的弹性变形能;EP 在弹性力学等教材中被称为荷

载势能,即外力(主动力,视为常力)在系统真实位

移上所作功的负值;E 则是系统的总机械能[12]。
于是,由式(g)可得

δW 外 =δU (j)
其中,δU 是系统弹性变形能的变分,即其增量[17],
可理解为系统由于虚变形而产生的虚变形能。进

而,由式(9)又可得

δU=-δW 内 (k)
这又可以理解为,系统虚变形能在数值上等于内

力虚功,但符号相反。由式(12)可得

δU+EP  =δE=0 (5)
这是势能驻值原理的数学表达式。

7)
 

讨论

由该算例可以看出以下三点:
(1)

  

在以外力和内力表达的虚功方程中,刚
性约束上的内力在刚体虚位移上所作的虚功之和

为零;而弹性约束上的内力仅在虚变形上作虚功,
且等于内力与虚变形乘积的相反数(即负值)。注

意到,根据虚位移的概念,实位移也可以是虚位移

之一[2,11]。所以,当将实位移当作虚位移时,这里

的结果也可与理论力学中针对弹簧给出的弹性力

作功 与 弹 性 势 能 之 间 的 关 系(即 相 差 一 个 负

号)[11]保持一致了。
(2)

 

从式(j)和式(k)看出,对于弹性变形系统

而言,虚功原理中的虚功和虚变形能之间的关系

可以理解为是:外力对系统所作的虚功全部转化

为系统所接受的虚变形能;系统的虚变形能在数

值上等于内力虚功,但符号相反。当然,这个结论

只适用于弹性变形系统在外力作用下从未变形到

变形的过程,且应在系统没有其他能量损耗的前

提下才能成立。
(3)

 

式(5)告诉我们,对于弹性变形系统而言,
在一定条件下由虚功原理可以推导出势能驻值原

理。事实上,可以认为,文献[17]说“虚功原理只是

最小势能原理的又一种物理解释”,就是这个意思;
文献[12]、文献[16]在“取真实应力为静力可能应

力”的前提下也给出与文献[17]同样的结果。
以上三点结论虽然是基于本文算例得出,但

应具有一般性。即使针对三维空间中的一般弹性

变形系统,不论是离散质量系统还是连续分布质

量系统,其结论都应适用。
解法二:
下面再从另一角度建立本例系统的虚功方
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程,以便与下面第二个例子中针对变形体虚功原

理展开讨论时进行对照。
在上面的推导过程中,计算虚功时的着眼点

只放在各质点上,并没有考虑弹簧。但也有观点

认为,弹簧的内力虚功也应考虑。为此,本文再按

此方法推导本例系统的虚功方程。
当将弹簧(包括刚性链杆)也看作系统内的一

部分时,可以看出,采用隔离体法用假想截面截开

弹簧(包括刚性链杆)和质点的联系时,这些截面

上原来的内力就暴露出来,成为“外力”了(可称之

为“切割面内力”[5]),如图4(b)所示。那么,在统

计系统的外力虚功时,就应该将这些“外力”在各

虚位移上的虚功也统计进来。然而,这些“外力”
是大小相等、方向相反且作用在同一直线上的(互
为作用力与反作用力),而它们经历的却是相同虚

位移。所以,这部分“外力”的虚功之和为零,系统

的外力所作虚功之和仍为式(d)所给出。
再看弹簧(包括刚性链杆),如图4(b)所示。

可见,被隔离出来的它们也都是一个质点系,只不

过弹簧质量被忽略了,仅保留了弹性恢复力,而弹

性恢复力为内力。如果将第i个弹簧看作一个质

点系,则弹簧两端被假想截面截出来的力Fsi 和

Fs(i-1)可看作“外力”,而弹簧内没有被截出来的力

可仍 被 看 作 内 力(注 意,由 于 弹 簧 两 端 Fsi 和

Fs(i-1)大小相等,所以在图4(b)中都写成Fsi了)。
将文献[5]基于内、外力的质点系虚功原理运用于

第i个弹簧,有

δW (i)
外 +δW (i)

内 =0 (l)

其中,δW (i)
外 为Fsi 和Fs(i-1)在各自虚位移δxi 和

δxi-1 上所作的虚功之和。注意到,Fsi=Fs(i-1)

(指大小相等)。所以,有

δW (i)
外 =-Fs(i-1)δxi-1+Fsiδxi

=Fsi δxi-δxi-1  (m)
于是,由上述虚功方程(l)可得

δW (i)
内 =-δW (i)

外 =-Fsi δxi-δxi-1  =-FsiδΔi

(n)
注意对第二个弹簧(实为刚性链杆)有:δW (2)

内 =
-δW (2)

外 =-Fs2 δx2-δx1  =-Fs2δΔ2=0。可

见,只有弹簧内力虚功不为零,且为力与虚变形乘

积的负值,而刚性链杆的内力虚功为零。
于是,各弹簧(包括刚性链杆)的内力虚功之

和仍如式(e)所示。该系统的总虚功方程仍 如

式(4)所示。这表明,不论用何种方法推导,只要

遵循质点系虚功原理的基本概念,所得到的质点

系虚功方程应该是一致的。
例题2 设图5所示的长度为l、横截面面积

为A、轴向刚度为EA(E 为弹性模量)的等截面

匀质线弹性直杆放置在光滑无摩擦的水平面上,

O 端固定在墙面上,沿横向受到双面约束,使得杆

件只能沿轴向产生位移和变形,且假设位移和变

形是微小的;设杆件沿杆长受到轴向分布外力

p(x),在B 端受到轴向集中外力P 作用。试分

别从质点系计算模型和变形体计算模型出发,建
立该杆的虚功方程。

图5 例题2的一维杆件示意图

解法一 从质点系计算模型出发,建立该杆

的虚功方程:将该杆件近似为由 N 个质点受弹簧

约束所组成的质点系,即类似于例题1的“弹簧

质量振子”模型,但 N→∞;采用与建立质点系虚

功方程相同的思路和求解方法。
解:
(1)

 

计算简图和坐标系:设该杆可用图6(a)所
示的计算简图表示,坐标系如图5所示,坐标原点

位于杆自然未变形的原始位形。各弹簧的刚度为

ki=k=EA/l。在外力作用下,杆内存在轴向应

力σ(x),在平截面假定下可得内力N(x)=σ(x)
A,该内力可等效为各弹簧内的拉力Fs(x)。

图6 一维杆件的质点系模型及隔离体受力图

(a)
 

质点系模型;
 

(b)
 

隔离体受力图
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(2)
 

设杆在力p(x)和P 及约束力作用下处于

平衡状态。取第i个质点(可理解为位置xi 处长

度为dx 的微段)作为隔离体进行受力分析,如图6
(b)所示。假设该质点所受外力为微段所受分布

力p(x)简化到其质心处时所得到的假想集中力

Fi=F=p(x)dx(近似认为质心位置也为xi),方
向沿坐标系正方向。设该质点左右两端所受到的

弹簧约束力(即内力)分别为FL
si=N(xi)和FR

si=
N(xi+dx),方向如图6(b)所示。设该质点上的

内外力保持平衡状态,即
Fi+FR

si-FL
si=0 (a)

左右两端的弹簧上的拉力也处于平衡状态,即
FL

si-FR
s(i-1)=0, FL

s(i+1)-FR
si=0 (b)

  (3)
 

设杆在力p(x)和P 及约束力作用下处于平

衡状态时经历了位移u(x),B 端经历位移u(l)。设

杆在该平衡位形附近产生虚位移δu(x),B 端虚位

移为δu(l)。则第(i-1)个质点的虚位移为δui-1=
δu(xi-1),第i个质点的虚位移为δui=δu(xi),
第(i+1)个质点的虚位移为δui+1=δu(xi+1)。
因此,第i个弹簧的虚变形为δΔi=δui-δui-1=
δ(ui-ui-1)=d[δu(x)]。

(4)
 

根据例题1的结果,本题的外力和内力虚

功可计算如下

δW 外 =lim
N→∞∑

N

i=1
Fi·δu(xi)+P·δu(l)

=∫
l

0
p(x)δu(x)dx+P·δu(l) (6)

δW 内 =-lim
N→∞∑

N

i=1
Fsi·δΔi

=-∫
l

0
Fs(x)d[δu(x)] (c)

由于Fs(x)=N(x)、d[δu(x)]=δε(x)dx,其中

ε(x)=du(x)/dx 为杆的正应变、δε(x)为虚应变

(注意到,在平截面假定条件下,杆横截面上各点

的轴向正应变应相同),所以内力虚功又可写成

δW内 = -∫
l

0
N(x)d[δu(x)]= -∫

l

0
N(x)δε(x)dx

(7)
其中,N(x)δε(x)=Aσ(x)δε(x)。

(5)
 

根据质点系虚功原理,可得本题的虚功

方程

δW 外 +δW 内 =∫
l

0
p(x)δu(x)dx+P·δu(l)-

∫
l

0
N(x)δε(x)dx=0 (8)

  解法二 从变形体(设为弹性体)计算模型出

发,建立该杆的虚功方程:仍设杆内 的 轴 力 为

N(x),轴向位移为u(x),轴向应变为ε(x);采用

微段分析法。但认为杆是一种特殊的质点系———
在[0,l]内有无限多质点,因此认为微段dx 也是

由无限多质点组成的质点系。
解:
(1)

 

微段、受力图和坐标系:设用假想截面从该

杆中任意位置x 截出微段dx,作出受力图,如图7
所示;坐标系仍如图5所示,坐标原点位于杆未变

形的原始自然位形。

图7 例题2的微段受力图及虚位移

(2)
 

该杆在力p(x)和P 及约束力作用下处

于平衡状态,微段上的力p(x)和两端横截面上的

轴力之间满足如下平衡微分方程

dN(x)+p(x)dx=0 或 dN(x)
dx +p(x)=0

(d)
边界条件为

u(0)=0, N(l)=P (e)
  (3)

 

设该杆在真实位移u(x)附近产生虚位移

δu(x),B 端虚位移为δu(l)。相应地,微段两端横截

面处的虚位移分别为δu(x)和[δu(x)+dδu(x)]。
所以,微 段 有 虚 应 变 δε(x)=dδu(x)/dx=
δ[du(x)/dx]。

(4)
 

微段的外力虚功和内力虚功:
认为微段也是一个质点系,在dx 长度内仍有

无限多质点,有外力和内力,且符合质点系虚功原

理的条件,因此可建立其虚功方程,即:d[δW 外]+
d[δW 内]=0。

微段上的外力为分布力p(x),可等效为作用

于微段质心上的假想集中力F=p(x)dx,可近似

认为微段质心的虚位移为δu(x)。此外,杆内的

轴力本来为内力,但当用假想截面截开杆件、取出

微段后,作用在微段两端横截面上的轴力 N(x)
和N(x+dx)=N(x)+dN(x)应也被理解为外

力(即“切割面内力”),且会在它们作用点的虚位

移上作虚功。所以,该微段的外力虚功为
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d[δW 外]=-N(x)δu(x)+
[N(x)+dN(x)][δu(x)+dδu(x)]+
p(x)δu(x)dx (9)

将上式展开并略去高阶微量,引入微段的平衡微

分方程(d),可将微段外力虚功算式简化为

d[δW 外]=N(x)dδu(x)=N(x)δε(x)dx 
(f)

  微段的内力虚功该如何计算? 由于微段仍被

理解为是质点系,其内各质点之间的约束力仍为轴

力N(x)=σ(x)A,且为内力;其内各质点也有虚位

移δu(x)。所以,内力N(x)在虚位移δu(x)上也

会作虚功d[δW内]。但是,由于内力未被暴露出来,
所以还不能直接计算。不过,内力虚功与外力虚功

之间应符合质点系虚功原理,即满足如下虚功方程

d[δW 外]+d[δW 内]=N(x)δε(x)dx+
d[δW 内]=0 (g)

所以,可通过这种方法求得微段的内力虚功

d[δW 内]=-N(x)δε(x)dx (10)
这样,就从质点系虚功原理的角度解释了在定义

变形体内力在虚变形上所作虚功时为何要添加一

个负号的由来。
(5)

 

杆件的外力虚功和内力虚功:
杆件的外力虚功和内力虚功为各微段的外力

虚功和内力虚功之和。
如上所述,微段的外力应理解为作用在杆件

上的分布力p 和两端横截面上的暴露出来的轴力

N(即切割面内力)。由于相邻微段切割面内力互

为作用力和反作用力,因而大小相等方向相反,但
它们却经历相同的虚位移。所以,在根据式(9)将
各微段外力虚功求和时,这部分虚功就因相互抵

消而消失了,只剩下分布力p(x)在虚位移δu(x)
上的虚功之和。此外,还应考虑边界条件。因此,
杆件的外力虚功为

δW 外 =∫
l

0
p(x)δu(x)dx+P·δu(l) (11)

  杆件的内力虚功为各微段内力虚功之和,根
据式(10)可得

δW 内 =-∫
l

0
N(x)δε(x)dx (12)

  (6)
 

根据质点系虚功原理,可得杆件的虚功方程

δW 外 +δW 内

=∫
l

0
p(x)δu(x)dx+P·δu(l)-

∫
l

0
N(x)δε(x)dx=0 (13)

可见,与解法一的结果完全相同。本文结果与文

献[13],文献[28]等结构力学教材中给出的结果一

致,也与文献[9],文献[12],文献[21]等弹性理论著

作中基于应力、应变等参量推导的虚功方程一致。
如果将上式改写为

∫
l

0
p(x)δu(x)dx+P·δu(l)=∫

l

0
N(x)δε(x)dx

(14)
并将等式右端定义为杆件的虚应变能,即

δU=-δW 内 =∫
l

0
N(x)δε(x)dx (15)

则式(14)表示:对于在外力作用下处于平衡状态

的变形体,外力在其虚位移上所作虚功等于变形

体内储存的虚变形能。也就是说,变形体内储存

的虚变形能在数值上等于其内力所作虚功,但符

号相反。同理,根据虚位移与实位移的关系,当将

实位移当作虚位移时,这里的结果也就与理论力

学中所阐述的一般物理概念[11]相吻合了。这样,
虚功方程(14)又可简写为

δW 外 =δU (16)
这可看作是变形体虚功原理的另一种表述,与文

献[31]关于变形体虚功原理的提法相一致。对于线

弹性变形体,当应力σ(x)、应变ε(x)和位移u(x)
均为平衡位形下的真实应力、应变和位移时,可证

明,式(16)与弹性力学中的势能驻值原理数学表

达式相同(可参见式(1)),如文献[9,17]所述。
(7)

 

三点讨论:
第一,本文算例只是演示在质点系虚功原理

成立的前提下如何推导变形体虚功方程,重点演

示对内力虚功的理解,并非对变形体虚功原理的

证明。如需证明变形体虚功原理,可假定图7所

示的微段为质点,用平衡微分方程(d)乘以该微段

质心处的虚位移δu(x)(即质点的虚位移),可得

微段的虚功方程如下

dδW = dN(x)+p(x)dx  δu(x)=0 (h)
然后视杆件为由无限多质点组成的质点系,则得

杆件的总虚功方程为

δW =∫
l

0
dδW =∫

l

0
dN(x)+p(x)dx  δu(x)=0

(i)
在认为变分与微分可交换秩序的前提下,利用分部

积分,并利用几何方程和边界条件(e),可推导出与

式(13)完全相同的虚功方程,从而证明了变形体虚

功原理的必要性命题。反之,从虚功方程(13)出
发,也可反推出微段的平衡微分方程和边界条件,
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从而可证明原理的充分性命题。
第二,根据文献[31]的变形体虚功原理表述,

可得如下的虚功方程

V=∫
l

0
N(x)δε(x)dx

=∫
l

0
p(x)δu(x)dx+Pδu(l)=W (j)

通过将虚功方程(j)等式左边的积分式代入几何

方程、运用分部积分,并利用边界条件,可以推导

出与式(i)完全相同的虚功方程。由此可以认为,
文献[31]的变形体虚功原理表述与基于质点系虚

功原理的表述实际上是一致的。
第三,本例虽然是以一维线弹性杆件为例推

导了变形体虚功方程、讨论了变形体与质点系在

虚功原理方面的一致性,但其结果对一般变形体

也应适用,具体可参见文献[12],文献[27]等。

6 结语

笔者通过对关于变形体虚功原理的相关文献

的研读和对虚功原理基本理论的进一步分析,获
得了若干认识。可归纳如下:

(1)
 

变形连续体可作为质点系看待,只不过是

一种特殊的质点系(由无限多质点组成,质点之间

由无穷小弹簧约束联系),因而在分析力学中给出

的质点系虚位移原理可直接运用于变形连续体。
(2)

 

不论是分析力学中的质点系,还是弹性

力学和结构力学中的变形体,可以定义内力虚功,
即,系统内力虚功在数值上等于内力在变形虚位

移上作功或应力在虚应变上的应力功(即应力与

虚应变乘积)的积分,但符号相反。而系统所储存

的虚变形能在数值上等于内力在变形虚位移上作

功或应力在虚应变上的应力功的积分,且恒为正。
所以,应力与虚应变乘积可称为虚应变能密度。

(3)
 

对于分析力学中的质点系或弹性力学和

结构力学中的变形体,当采用外力和内力定义虚

功原理时,均可表述为“受双面理想完整定常约束

或非完整齐次约束且原处于(静力)平衡状态的系

统(质点系或变形体)保持平衡的充要条件是,对
于系统的任何虚位移,系统所受外力所作的总虚

功δW 外 和内力所作的总虚功δW 内 之和等于零”,
即虚功方程可以表达为:δW 外+δW 内=0。在系统

没有其他能量损耗的前提条件下,虚功原理也可

表述为“受双面理想完整定常约束或非完整齐次

约束且原处于(静力)平衡状态的系统(质点系或

变形体)保持平衡的充要条件是,对于系统的任何

虚位移,系统所受外力所作的总虚功δW 外 等于系

统所储存的虚变形能δU”,即虚功方程也可以表

达为:δW 外=δU。
(4)

 

若不希望受上述虚功原理表述中充分性

命题成立条件的限制,也可仅按其必要性命题表

述:“受理想约束的系统(质点系或变形体)处于平

衡状态时,对于系统的任何虚位移,系统所受外力

所作的总虚功δW 外 和内力所作的总虚功δW 内 之

和等于零”(δW 外+δW 内=0);或者,“受理想约束

的系统(质点系或变形体)处于平衡状态时,对于

系统的任何虚位移,系统所受外力所作的总虚功

δW 外 等于系统所储存的虚变形能δU”(δW 外 =
δU)。只不过,对于一般工程结构来说,上面(3)的
虚功原理表述中充分性命 题 成 立 的 条 件 并 不

苛刻。
笔者认为,如果以上结论是合理的和可接受

的,则可以在理论力学(包括分析力学)、材料力

学、结构力学、弹性力学等力学课程中形成承前启

后的统一的虚功原理描述体系。
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同数学表述,即作为经验规律的通量法则、作为基

本自然规律的麦克斯韦方程组的积分和微分形

式,我们力图阐述:(1)通量法则的局限性,(2)场
方程的实验基础,(3)场方程的正确性和基础地

位,为理解和判断各种关于麦克斯韦方程组的修

正或拓展提供一个特殊的视角和参考。
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