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一维完全弹性碰撞次数和圆周率

王富强 王雯宇 张 千

(北京工业大学应用数理学院,北京 100124)

摘 要 本文总结整理了网络上对于两体一维完全弹性碰撞总碰撞次数和圆周率关系的相关

讨论和证明,分别以几何方法和代数方法给出了清晰的说明。文中对一维完全弹性碰

撞问题也进行了推广:对于两个物体初速度都不为零的情况,以几何图形法对这个问

题给予阐述;对于三体碰撞的情况我们猜测到了一个漂亮的解析公式,并以数值计算

的办法对这个猜想给予验证,但是没有给出严格的解析证明;当考虑碰撞过程的相对

论修正之后,总碰撞次数就与物体的质量比失去了明显的相关性。
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  最近网络上流传着一段关于一维完全弹性碰

撞次数和圆周率π关系的视频,具体可以参看网

页①。这个有趣的问题引起了很多人的关注和探

讨。该视频所讨论的问题如图1所示:质量为m1

的物体1和质量为m2 的物体2在光滑水平面上

放置,在它们的左侧是一堵墙。物体2以速度v
由右向左与物体1发生完全弹性碰撞,因此物体1
  

图1 一维完全弹性碰撞示意图

在第一次碰撞过后便具有了向左的速度。物体1
在与左侧墙壁发生完全弹性碰撞后,仍有可能与

物体2再次发生碰撞。视频所关注的核心问题是

物体1总的碰撞次数。模拟发现,当物体2的质

量m2 与物体1的质量m1 相等的时候碰撞次数

为3,若m2 与m1 的比值每增加100倍,碰撞次数

N 与π的比值就增加10倍。碰撞次数N 和圆周

率π,看上去完全不相干的两个量,竟然可以建立

起这种联系。经过作者的数值计算验证,发现视

  
①  https://v.youku.com/v_show/id _ XNDI0ODg0O

 

Tk4MA==.html? spm=a2h0k.11417342.soresults.dtitle
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频中的模拟结果是正确的,这是一个非常有意思

的问题。正如视频中所说,这样仿佛是在统计路

人的数目,而这个结果恰巧等于某人的身高一样。
这样的题目如果放在物理课堂上讲解,相信必定

可以提高同学们学习物理的兴趣。因此,本文将

网络中流传的证明方法整理总结,用两类方法对

视频中的结论予以证明。首先,作者希望通过对

问题的分析与证明,来讲解一些更深的物理规律;
其次,这个问题还可以做进一步的推广,作者希望

通过对这些问题的研究,给出更有意思的结果来。
综上所述,本文做如下安排:论文第二部分用

两类方法证明视频中的结论;第三部分对这个问

题进行三种更复杂情况的推广;第四部分给出本

文的结论。

1 两类证明

下面我们先对这个问题进行简单的分析,首
先需要明确的是此碰撞过程为完全弹性碰撞。并

且,如图1所示:这里不妨取水平向右为正方向,
用下角标n 来标记物体2的碰撞次数,物体1第

2n-1次碰撞前物体1和物体2的速度分别表示

为u2n-1 和vn,且对于物体1有u2n-1=-u2n-2

(与墙发生完全弹性碰撞。)。注意如果物体1和

物体2能够碰撞,物体1撞墙后反弹(最后一次两

物体碰撞情况除外),碰撞次数都会增加两次,所
以我们这里就以2n 的角标来标记的物体1的碰

撞次数。由于是完全弹性碰撞,满足的物理规律

是很简单的[1,2]:第一、能量守恒,由此可得

1
2m1u22n-1+

1
2m2v2n =

1
2m1u22n +

1
2m2v2n+1 (1)

第二、动量守恒,由此可得

m1u2n-1+m2vn =m1u2n +m2vn+1 (2)
不难发现,总碰撞次数N 只与两个物体的质量比

相关,因为这两个守恒方程不会因为质量 m1 和

m2 同时乘以任意的常数而发生改变。其实这种

性质的原因就在于两个守恒方程都是齐次的。同

样,速度u 和v 乘以任意的常数,也不影响这两个

方程。在这个问题中,物体2初始速度v1 其实是

一个初始条件,而物体1静止。因而物体2初始

速度与v1 的具体值无关,这样碰撞次数 N 也是

与v1 无关的。当然,如果物体1初始速度不等于

零,则碰撞次数就与初始速度的比相关了。后面

我们将讨论这一点。
鉴于以上情况,我们不妨定义

η=
m2

m1

式(4)和式(2)可改写为

u2
2n-1+ηv2

n =u2
2n +ηv2

n+1 (3)

u2n-1+ηvn =u2n +ηvn+1 (4)
式(4)还可以移项得

u2n -u2n-1=-η(vn+1-vn) (5)
由以上方程,用数值计算的办法对两体碰撞过程

进行求解。由于数值计算的程序很容易编写,论
文就不公布代码了。首先我们把η小于100范围

内的数值结果展示在图2中。图2中灰色×表示

数值计算总的碰撞次数的结果,黑色曲线是 N=

ηπ的函数曲线。从图中可以看出,虽然总碰撞

次数N 是以整数形式分立变化的,但是当η 足够

大的时候,N 就呈现出了一定的解析规律性。同

时我们也可以看出数值计算的结果和

N = ηπ (6)
的函数曲线随着η的增大符合的越来越好。网络

视频中特别强调的是质量比以100倍递增,总碰

撞次数依次取π的小数点后各个位数的有效数

字。根据数值计算的结果,其实没有必要一定以

100倍递增,只要和 η相比就可以了。正如前文

所说,网上有很多种证明这个结论的方法。我们

整理总结了一下,发现基本上这些方法可以分为

两类,即按照数学传统划分的几何方法与代数方

法。下面我们分别来给出这两类证明过程。需要

说明的是,这两类方法网上的出处很多,论文就不

给出具体的引用了。

图2 两体碰撞数值结果图:灰色×是总碰撞次数,

黑色曲线是 N= ηπ的函数曲线

1.1 几何方法

根据网上视频的提示,要建立碰撞次数 N 和

圆周率π的关系,我们需要找到一个关于圆的方
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程。由能量守恒定律,令

v'n= ηvn (7)
式(3)可改写为

u2
2n-1+v'2n =v'21 +u2

1=R2 (8)
同样,式(5)可化为

v'n+1-v'n
u2n -u2n-1

=-
1

η
(9)

我们可以用图3来展示以上两个方程的几何表

示:横坐标和纵坐标分别代表v'n和un,因为u1=
0,所以

R2=v'21 (10)
A、B、C 和P 等等各点代表系统中两物体的状态,
比如整个系统在A 点处物体1的速度为u1=0,物
体2的速度为v1。当两个物体碰撞以后,物体1
的速度变为负值,物体2的速度变大,于是状态就

改为B 点。而后,物体1与墙发生完全弹性碰撞

之后,速度反向,而物体2的速度不变,因此就是

C 点。所以整个碰撞过程就是在这个圆上不断以

这样的方式画点连线。总碰撞次数就是圆上点的

数目(不包含起点或者末点)或者是连线的数目。
末点P 状态应该是物体1的速度u 小于等于物

体2的速度v,此时碰撞过程就会终止,保持P 状

态不变。我们在图3中划出了一条灰色虚线l,用
来判断碰撞是否是最后一次。u 小于等于v 实际

上也会给出虚线l的一个几何要求,下面我们会

给出具体要求。

图3 两体碰撞过程的几何图形展示

如图3所示,从几何上看,这里我们可以引入

两物体两次碰撞间隔在图中所对应的圆周角θ和

它所对应的圆心角α以及完整的两体碰撞过程所

对应的总的圆心角ϕ 和ϕ 的补角ω。总的碰撞次

数可以由统计总的圆心角ϕ 范围内有多少个θ角

计算出来。非常有趣的是,每次碰撞的θ 角度都

是相等的,根据式(9)可知

θ=arctan
v'n+1-v'n
u2n -u2n-1

=arctan
1

η  (11)

由圆周角定理

α=2θ=2arctan
1

η  (12)

可以发现θ和α都只和η 相关。用图3来解释完

整的碰撞过程为:以A点为起点每两次碰撞顺时

针转过α的圆心角,总共转过的圆心角为ϕ。
如上文所述,u 小于等于v 就是停止碰撞的

物理要求,即要求

u2n-1 ≤
1

η
v'n (13)

这就给出了虚线l的几何要求,斜率等于1/η。
当η足够大的时候,ω 和θ同时趋向于零,即角度

ϕ 为

ϕ=π-arctan
1

η  (14)

由此我们就可以计算出来总的碰撞次数了

N = 2×
π-arctan

1

η  
2arctan

1

η  
+1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

=
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

π

arctan
1

η  
􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(15)

注意这里 X  表示对X 取整。第一行乘以2
的原因在于每个角度对应的是两次碰撞。同时,
计算中加1的原因是这一次碰撞之后,物体1的

速度向左,所以还会与左侧墙壁发生一次碰撞。
如果这一次碰撞之后,物体1的速度向右,则不需

要加这个1。本论文主要讨论的是η 很大的时候

N 的极限行为,这里我们就不去细分这些情况了。
当物体2的质量远大于物体1的质量,即η→

∞时,我们把式(15)分母反正切函数泰勒展开,就
可以得到

lim
η→∞

N = ηπ (16)

注意,由于我们主要关注的是 N 的极限行为,所
以上式去掉了取整的方括号。这样,我们就证明

了视频中的结论。
这是一种几何的证明方法,其实还有其他的
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几何证明方法,本质上都有些类似,这里我们再举

一个例 子,感 兴 趣 的 读 者 可 以 浏 览 网 页①。由

图1,物体1的右侧与墙壁的距离表示为D1,物体

2的左侧与墙壁的距离表示为 D2。当 D1=D2

时,两物体发生碰撞。利用这个表示,我们就可以

把能量守恒定律和动量守恒定律与光学中的光速

图4 光反射表示的碰撞过程图,灰色折线表示物体

发生碰撞,灰色虚线表示虚拟的碰撞过程

不变原理和反射定律相联系。取

x= m2D2, y= m1D1 (17)
以x 为横轴、以y 为纵轴建立坐标系,如图4所

示。与上面证明稍有不同的是,坐标空间中的任

意一个点都可以用来表示系统的状态,对系统的

状态进行描点连线就可以画出两物体碰撞的示意

图。图4中折线的拐折A、B、C 等点表示物体1
发生了碰撞,比如A点是D1=D2 时两物体发生

的碰撞,此后D1 匀速变小,撞墙时D1 就等于0,
因此碰墙对应的就是B 点。把体系状态的点的变

化率定义为系统的状态点的速度矢量

V=
dx
dt
,dy
dt  (18)

根据D1=D2 可以确定两物体碰撞点所在的直线

l的方向矢量为

K=(m2,m1) (19)
由能量守恒、动量守恒定律可得

V2=
d2x
d2t

+
d2y
d2t

=const (20)

K·V= m2
dx
dt+ m1

dy
dt=const (21)

式(21)表示两物体每次碰撞发生前后,图4中灰色

折线和直线l的夹角相等,如A 点所示。式(20)表
示坐标空间中,系统状态点的速度不变。而在B
点处,因为物体1与左侧墙壁是完全弹性碰撞,所
以只对物体1的速度方向反向,物体2的速度不

变。很容易看到V 在x 轴上的投影即dx/dt在碰

撞前后不发生改变,这意味着物体1和墙壁每次

碰撞前后,图4中灰色折线与x 轴的夹角也相等。
这样就很容易看出,坐标空间中系统状态点的运

动即保持速度不变,又满足反射定律。[3]所以可以

将整个过程等效为一束光在夹角为θ的两块镜子

之间往复反射的过程。于是我们就建立起了两体

完全弹性碰撞的碰撞过程 和 光 的 反 射 之 间 的

联系。
由上可知,物体1总的碰撞次数N,等于图中

灰色折线拐点的个数,也等于一束以θ 角入射的

光在夹角为θ的两面镜子中反射的次数。这里光

以θ角入射的原因是由于初始条件物体1的速度

为零,导致速度矢量平行于x 轴。直接计算反射

次数是不方便的,但是有一个巧妙地方法可以利

用。在图4中可以找到x 轴关于直线l对称的直

线l1,由于对称性,直线l1 上存在B'点是B 点关

于直线l的对称点。由反射定律,可以把反射光

由A 点到B 点的传播假想为A 点到B'点的传

播,而且本来折线传播的光线就变成了(灰色虚

线)虚拟的直线传播。以此类推,可以以角度θ为

角度间隔依次放置虚拟的镜子l2、l3 等。这样光

每反射一次相当于穿过一个镜面,光沿灰色折线

传播的过程就被转化成这束光沿灰色虚线传播的

过程。总的碰撞次数也就变成了图4中灰色虚线

穿过镜子的数目。若π不可以被θ 整除,则总碰

撞次数也可以理解为π中包含的完整的θ角的个

数。若π可以被θ 整除,则总碰撞次数也可以理

解为π中包含的完整的θ角的个数再减去1(临界

状态)。注意在图4中,我们把左侧最后一个角取

作ω,很容易看出0≤ω≤θ。我们还是取η趋向于

无穷大的极限,θ角度足够小,忽略ω 角度

N =
π
θ
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =
π

arctan
m1

m2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 → ηπ (22)

这样再次证明了视频中的结论。
1.2 代数方法

上小节我们给出了几何图形证明的方法,这
一小节下面用解析计算的方法来推导此问题。解

析计算其实就是利用能量守恒定律和动量守恒定

律做代数计算,得到每次碰撞前后两个物体的速

度改变规律,由此来确定能够完成碰撞的次数。
与上小节几何法相比,几何法直观,但是过程其实

是类比,物理意义不清晰。而下面的代数方法,则
是明确利用实际的物理规律进行的计算,我们就

来具体看一下。联立式(3)和式(4),可以求出

86
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u2n =
1-η
1+η

u2n-1+
2η
1+η

vn (23)

vn+1=
2
1+η

u2n-1+η-1
1+η

vn (24)

考虑物体1与物体2的前一次碰撞过程

u2n-2=
1-η
1+η

u2n-3+
2η
1+η

vn-1 (25)

vn =
2
1+η

u2n-3+η-1
1+η

vn-1 (26)

同时利用关系u2n-1=-u2n-2,u2n+1=-u2n(碰墙

后反向),我们就可以求出关于u2n-1 的递推关系

u2n+1=2η
-1

η+1
u2n-1-u2n-3 (27)

做变量代换,公式可以整理为

u2n+1-cu2n-1=d(u2n-1-cu2n-3) (28)
其中,新引入的系数c,d 满足以下关系

c+d=2η-1
η+1

(29)

c·d=1 (30)
注意这里c,d 都应该取复数,求解可得

d=c* =η-1
η+1±i

2η
η+1

(31)

式(28)是关于u2n-1-cu2n-3 的等比数列。同时

为了下面计算方便,我们引入d 的相角ϕ

tanϕ=
2η
η-1=

2

η-
1

η

(32)

这个角度看上去挺复杂的,但是根据正切的倍角

公式就可以知道这个ϕ 的半角的正切值其实就是

1/η,即

tanϕ
2=tanθ=

1

η
(33)

因为u1=0,用迭代法可以求得

u2n-1=
dn-2 1-

c
d  

n-1􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

1-
c
d

u3 (34)

vn =
􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 η-1

2η

dn-2 1-
c
d  

n-1􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

1-
c
d

-

η+1
2η

dn-1 1-
c
d  

n􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

1-
c
d

􀮦

􀮨
􀮧

􀪁􀪁
􀪁􀪁 u3 (35)

这里需要特别说明的是,虽然引入的c,d 是复数,

但是根据式(28)就可以知道递推过程中,每一项

速度u 都是实数。相应的,根据式(26)每一项v
也是实数。当物体2的速率达到临界速率,即对

于某个n0

u2n0-3 >vn0-1
, u2n0-1 ≤vn0

(36)
此时发生了2n0-2次碰撞,即

N =2n0-2 (37)
那现在我们来计算n0,它应该使得u2n0-1=vn0

,
即要求式(34)右边和式(35)右边相等。二者相除

可以得到n0 满足方程

d
2n0-1=1 (38)

这个 方 程 最 小 根 对 应 的n0 就 是 我 们 要 求 的

解。[4]注意,其他大的根对应的n0 相应的碰撞过

程就不能发生了,因为最小的根对应的n0 的物

体1已经追不上物体2了。由式(32)中d 的相

角就可以求出碰撞次数 N,并且可以方便地求大

η极限为

N =2n0-2=
2π
ϕ
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 -1=
2π
2θ
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 -1→ ηπ

(39)
上面就是代数方法解析计算的结果,可以看出结

果和数值计算以及图形法给出的极限结果都是一

样的。需要注意的是,一维完全弹性碰撞的过程

中,竟然也会引入二维的虚数! 这是一个很有意

思的事情。正是因为有虚数的引入,才使得碰撞

次数N和圆周率π产生了关系。从这个意义上

讲,这里也和几何方法类似,采取了一些纯粹数学

上的技巧,才能够得到证明。实际上,求总碰撞次

数N 也可以看作是一个数论的要求。

2 推广

上节对两体碰撞过程的结论做了细致的证

明,我们希望对这类问题做进一步的推广,看上去

很自然的想法可以有以下三点:
(1)

 

物体1的初速度不为零的情况;
(2)

 

三体碰撞情况;
(3)

 

经典碰撞过程的相对论修正。
我们发现这些推广都可以得到非常有意思的结

果,下面就分别进行说明。
2.1 初速度都不为零的两体碰撞

第二节用几何图形法和代数法都证明了,在
物体1初始时刻静止的情况下两体完全弹性碰撞

总的碰撞次数 N 满足式(15)。下面考虑物体1
的初始速度u1 不等于零的两体完全弹性碰撞。
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由第二节证明可以看出,几何图形法可以更为直

观地解决这个问题,比如在第一种几何证明中改

变图3中初始点位置即可。所以下面我们还是使

用几何图形法来考虑这个问题。
依照和图3相似的画法,改变图中初始状态

A就可以得到图5。首先说明以下,图5中:圆的

半径满足

R2=v'21 +u2
1

图5 初速度都不为零的两物体完全弹性碰撞图解

这其实只是总的能量改变了一个值而已。图5中

新引入了一个和状态 A相关的角度ψ,ψ 用来表

示A点和圆心相连的线段与v'n正半轴的夹角。
因为初始速度可以任意给定,所以其范围为

ψ∈ [0,2π) (40)
这里ψ 可以由两个物体初始速度计算,即

ψ=arctan
u1

v'1
(41)

由此可以看出两物体的初始速度是以u1/v1 的形

式影响整个系统的,这和第二节中所阐述的观点

一致。我们计算ψ 角度可以存在几个式(12)中完

整的α 角度,就可以进一步计算总碰撞次数了。
由于情况比较简单,下面就分情况说明一下即可:

(1)
 

当ψ∈[0,θ]时,有0≤u1≤v1,因此在此

取值范围内不发生碰撞。
(2)

 

当ψ∈(θ,π]时,0≤u1,v1<u1 先发生物体1
和物体2的碰撞。只需用ψ替换式(15)中的π,可得

N = 2×
ψ-arctan

1

η  
2arctan

1

η  
+1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

=
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ψ

arctan
1

η  
􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(42)

  (3)
 

当ψ∈(π,π+θ)时,v1<u1<0,不能判定

先发生物体1和物体2的碰撞还是物体1与墙壁的

碰撞,具体情况由物体放置的位置和速度来决定。
(a)

 

若先发生物体1与物体2的碰撞,则和第

2种情况一样。这里需要补充一下,当η趋向于无

限大的时候,θ趋于零。因此,ψ 趋向于π,总碰撞

次数仍然趋向于 ηπ。
(b)

 

若物体1先与墙壁发生碰撞,需用2π-ψ
替换式(15)中的π,并且加上开始时与墙壁碰撞的

一次。可得

N = 2×
2π-ψ-arctan

1

η  
2arctan

1

η  
+2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

=
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

2π-ψ

arctan
1

η  
+1
􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 (43)

  (4)
 

当ψ∈[π+θ,2π)时,u1≤v1,u1<0,先发

生物体1与墙壁的碰撞和第3种情况(b)一样。

图6 三体碰撞示意图

2.2 三体问题

这一小节,我们考虑一维三体碰撞过程。前

面讨论的问题其实本质上也是一个三体问题,因
为还有物体1和墙碰撞。所以,我们这里讨论的

三体其实就是不再把墙看作是无限大质量的情

况。具体的三体碰撞过程如图6所示,在图6中

由左向右依次放置物体1、物体2和物体3,它们

的质量分别为m1、m2 和m3。初始条件为物体1
和物体2都静止放置在水平面上,物体3以向左

的速度v 碰撞物体2,然后物体2再碰撞物体1,
物体2和物体1的速度表示为u 和w。和两体碰

撞过程规律一样,所有的碰撞过程都是完全弹性

碰撞,满足动量守恒和能量守恒定律。具体的方

程就不列出来了。需要说明的,当m2>m3 或者

m2>m1 结果都是很平庸的。比如m2>m3,物体

3碰撞物体2之后,速度改变很大。即使物体1再

把物体2给弹回来,物体2顶多再和物体3碰撞

一次,情况极为简单。所以最有意思的情况就是

物体2的质量小于物体1和物体3的质量,物体2
就有可能在另外两个物体之间多次往复碰撞。因

此下面的讨论都将基于物体2是最轻的情况。
这里我们不妨定义两个大于1的参数
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η1=
m1

m2
, η3=

m3

m2
(44)

同样,因为由动量守恒和能量守恒所确定的方程

都是齐次方程,并且物体1和物体2的初始速度

都为零,所以整个系统总碰撞次数 N 仅与这两个

参数相关。类比于两体碰撞第一种几何方法证明

的情况,会发现表示系统状态的点落在一个由能

量守恒定律决定的球面上。几何图形法似乎是可

以计算出来总碰撞次数 N,但是当我们试图在一

个球里画图找到类似的规律时,会发现每次碰撞

所对应的圆会随着碰撞过程的进行在球内不停地

变化很难找到规律。同时我们尝试使用解析的办

法进行计算,但是在计算的过程中我们发现要在

四个方程里面找到递推公式也是非常困难的。我

们也试图使用另外的办法来解决这一问题,但是

发现此时情况太过复杂,很难给出 N 的解析结果

来。因此,这里我们选择用数值计算的方法处理

三体碰撞问题。首先由最简单的m1=m3≫m2 的

情况入手,即取η1=η3=η。因为当η 很小的时

候,N 的值分立跳跃,而我们关心的是大η极限情

况,所以我们选择在η∈[102,106]的范围内对总

碰撞次数N 进行数值求解,并将数值求解的结果

以图像的形式呈现在图7(a)中。在这张图中能看

出碰撞次数N 随着η 的增大而逐渐增大,而且呈

现了很规律的形式。参考第二节中大η 极限下,

两体碰撞过程总碰撞次数N 趋向于ηπ。我们发

现了三体情况一个非常有意思的结果:大η 极限

下,三体碰撞过程总碰撞次数 N 也趋向于一个正

比于η的极限,而且还是一个极为特殊的数值

N → η
2π

(45)

为此我们把纵坐标替换为N/η,相关结果展示在

图7(b)中。我们发现,N/η很快就趋向于π/2的

极限。为了展示其效果,我们就在[2.17,2.23]很

窄的范围展示N/η的取值。这个定值的存在似

乎隐含了某种规律,因此我们进一步研究了一种

稍微复杂的情况,并且同时对第二节所讨论的情

况加以验证。
我们选定η1=106,并且选择η3 的取值范围

由102 变化到1010。相关结果展示在图8中,其
中图(a)是总碰撞次数 N 随η3 变化图;图(b)是

N/ η3随η3 变化图。从左图我们可以看到,碰
撞次数N 在η3 和η1 的大小可比拟的时候增加得

很快,在η3 很小和很大的时候增加的非常缓慢。

图7 η1=η3=η时三体碰撞数值结果图

(a)
 

碰撞次数和η的关系;
 

(b)
 

N 的大η极限行为
 

并且在η3 足够大的时候极限值为3141。(b)图显

示N/ η3在η3 远小于η1 时为π;在η3 等于η1
时为π/2;在η3 远大于η1 时,很快趋向于零。我

们可以这样来理解这些结果:
(1)

 

由图8可以看出,当η1≫η3≫1时,物体

1可以被认为质量趋于无穷大,它就等效于一堵

墙。这种情况和前文第二节中证明的情况相同,

因此N 应该和式(16)结果一致N→ η3π。
(2)

 

当η3=106 时,η1=η3。这种情况和本节

前文中所计算η1=η3=106 的情况相同,也就得

到N/η=π/2的结果。
(3)

 

当η3=1010 时,η1≪η3。我们可以把这种

情况转换到物体3的静止系中进行考虑,相当于物

体1和物体2都以速度-v向物体3运动。这就相

当于在上一小节情况4中取ψ=π+θ,注意此时

式(43)中η=η1=106,因此可以求出总碰撞次数

N=
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

2π-ψ

arctan
1

η  
+1
􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

π-θ

arctan
1

η  
+1
􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =3141

(46)
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图8 η1 固定、η3 变化情况数值结果图

(a)
 

碰撞次数N 随η3 变化图;
 

(b)
 

N/ η3随η3 变化图

  受到前面两种漂亮结果

(ⅰ)
 

lim
η→+∞

N = ηπ; (ⅱ)
 

lim
η→+∞

N = η
2π

的鼓舞,特别是方程(45)中 η/2的存在,给了我

们很大的启发,我们希望找到一个普适的方程

N =F(η1,η3) (47)
能完全描述三体碰撞次数问题。前面的计算过程

中,碰撞次数N 总是更倾向于依赖数值较小的η。
因此我们猜测N 的形式为

N =
1
1
η1

+
1
η3

π (48)

为此,我们分别选择对η1=10、η1=102、η1=103

和η1=104 的情况用数值求解的办法来验证我们

猜想的方程。在图9中,四条黑色曲线分别对应

于选择不同数值的η1 时,方程(48)所对应的函数

曲线。图中○、△和×代表对相应η1 数值计算获

得的数据点。可以看出,数值模拟的结果和猜想

曲线符合的非常好。所以从数值上看,方程(48)
是正确的。我们试着解析证明方程(48),问题太

过复杂,没有成功。这里我们不妨把它作为一个

题目留给读者思考解答。①

图9 三体碰撞数值结果与猜想函数曲线的比较图

○、△和×表示取不同η1 数值计算获得的数据点
 

2.3 相对论修正

一维完全弹性碰撞过程中,在物体的运动速

度远低于光速的情况下,我们可以采用经典力学

的办法进行处理。但是当物体的速度接近于光速

时,经典力学的方法将不再适用,此时我们必须考

虑相对论修正。两体的相对论碰撞过程虽然也保

持动量守恒,能量守恒,但是形式却复杂很多。这

里我们简单说明碰撞过程应该满足的方程,动量

守恒和能量守恒式(1)和式(2)此时应该修改为[6]

E1+E2=E'1+E'2 (49)

P1+P2=P'1+P'2 (50)
仅仅由此是不能确定碰撞过程的,我们还需要利

用质能关系

  E2
1-P2

1c2=E'21 -P'21c2=m2
1c4 (51)

  E2
2-P2

2c2=E'22 -P'22c2=m2
2c4 (52)

公式中c是真空中光速。具体计算碰撞初、末态

其实是有一套系统的方法[7],即先洛伦兹平移到

整个系统的质心系中,然后计算一个静止的静止

质量等于系统总静止质量的物体分为两个静止质

量分别为m1,m2 的物体,然后通过洛伦兹变换变

换到要研究的参考系即可。
一方面由于在相对论修正的处理过程中会有

洛伦兹因子

27

① 经过后来作者调研得知,文献[5]中已经给出了本文猜想公式

的证明,感兴趣的读者可以阅读该文献。
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γ=
1

1-
v2

c2

(53)

的存 在,速 度 表 达 式 将 非 常 复 杂。另 一 方 面,
式(1)和式(2)是上述相对论性方程按

β=
v
c

(54)

进行展开时领头阶的贡献,当考虑β 的高阶项贡

献后将不会有像式(3)明显的圆方程。由于相对

论碰撞过程比较复杂,我们没有找到解析结果。
因此相对论情况下碰撞次数可能不存在和圆周率

π的简单依赖关系。

图10 经典情况和相对论修正比较图

(a)
 

两体碰撞经典与相对论的对比;
 

(b)
 

三体碰撞经典与

相对论的对比

和前面一样,我们编写了数值程序对碰撞过

程进行模拟,从数值计算中可以得到以下结果:我
们用图10来展示相对论修正的性质。图10左图

展示两体碰撞总碰撞次数 N 在不同β 情况下随

着η改变的情况,图中β=0.01(○)、β=0.5(△)
和β=0.9(□)。我们也画出了图1中的经典结

果(+,图中也标记为“CL”)进行对比。可以看出

当β=0.01的时候,相对论结果和经典结果符合

的非常好。随着物体2的初速度逐步接近光速,

碰撞次数N 不再随着η3 的增大,按照 η3π的规

律改变,而是变得很小。这种性质的原因在于,当
物体2的质量远远大于物体1的质量时,除了第

一次和最后一次碰撞外,整个碰撞过程都可以看

作是一个大质量相对论物体和一个近似无质量的

物体的碰撞。具体分析就会发现,这样碰撞过程

中,物体之间传递的相对能量(相比于系统总能

量)远远大于经典物理中两个物体碰撞传递的相

对能量。因此物体2在很少的几次碰撞之后就会

反向。此时两个物体的质量比η就是整个物理过

程的次要因素,随着β的增大,N 逐渐与η失去相

关性是正常现象。
另外一个结果就是三体碰撞情况对应于图8

的相对论修正,相应的结果展示在图10(b)中。与

3.2节讨论的结论不同,当β 增大,逐渐接近于1
的时候,N/ η3就越来越快的趋向于零。其原因

和上段所讨论的一样,这里就不重复了。

3 结语

本文总结整理了网络上两体碰撞总碰撞次数

和圆周率关系的相关讨论和证明,分为几何图形

和代数运算两类方法,分别给出较为清晰的说明。
然后我们对这个问题进行了推广:当两个物体初

速度都不为零的情况下,几何图形法可以让我们

方便地计算总的碰撞次数;三体碰撞的情况更为

复杂,但是我们猜到了一个非常漂亮的解析结果

N =
1
1
η1

+
1
η3

π (55)

数值计算表明这个猜想是正确的,期待读者能够

给出其解析证明;当考虑碰撞过程的相对论修正

之后,总碰撞次数就与物体的质量比失去了明显

的相关性。当然,相对论碰撞次数的问题还需要

做更加深入的研究。
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