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勒让德函数和氢原子中电子几率角分布的计算与作图

易学华

(嘉应学院物理与电子工程学院,广东
 

梅州 514015)

摘 要 量子力学中氢原子里电子的角分布几率可根据数学物理方法中的勒让德函数计算出

来。
 

本文首先介绍勒让德函数和缔合勒让德函数的算法,并画出这些函数曲线;然后

画出缔合勒让德函数前三项曲线图,同时还利用 MATLAB方法绘出勒让德函数第三

项的三维图;最后给出了氢原子里电子的角分布几率密度的计算和曲线与曲面的

画法。
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  勒让德函数和缔合(连带)勒让德函数的曲线

是什么样的? 在数学物理方法的教材中只有很少

几张图片[1],本文介绍作这类图的一般方法。
氢原子中电子几率密度的角分布的立体图是

什么样的? 在量子力学的一般教材[2-4]中只有平

面图,这往往使人以为几率的角分布一般是“纺

锤”状。本文还给出画角分布平面曲线的方法和

用 MATLAB画立体图形的方法。角分布除了

“纺锤”状之外,还有“轮胎”状,而更多的是“臼
钵”状。

在做有关的电子教案时,可插入一些函数图

片,或者插入可执行的文件;在实际教学过程中可
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演示其曲线和图形,对于学生正确理解与运用勒

让德函数和深入理解氢原子中电子几率密度的角

分布以及有关 Matlab[5]知识有很大的帮助和具有

非常重要的作用,且能取得更好的教学效果。

1 勒让德多项式的算法和作图

1.1 递归算法

我们知道勒让德函数用罗德里格斯公式(生
成函数方法)表示是

Pl(x)=
1
2ll!

dl

dxl
(x2-1)l (1)

  前四个勒让德函数是

P0(x)=1,P1(x)=x,p2 x  =
1
2 3x

2-1  ,

p3 x  =
1
2 5x

3-3x   (x ≤1) (2)

  其他勒让德函数都是三项以上的多项式。勒

让德函数的递推公式是

Pl+1(x)=
1

l+1
[(2l+1)xPl(x)-lPl-1(x)]

(3)
在计算机程序设计中往往把式(1)和式(2)设计成

子过程,这种算法称为递归算法。

1.2 递推算法[6]

勒让德多函数的级数表达式为

Pl(x)

=∑
[l/2]

k=0

(-1)k
(2l-2k)!

2lk! (l-k)! (l-2k)!
xl-2k

(x
 

≤
 

1) (4)

设 ak =(-1)k
(2l-2k)!

2lk! (l-k)! (l-2k)!
(5)

则 Pl(x)=∑
[l/2]

k=0
akxl-2k (6)

当k=0时,由式(4)得xl 的系数为

a0=
(2l)!
2l(l! )2

=
(2l-1)!!

l!
(7)

由式(4)还可得

ak+1=(-1)k+1
(2l-2k-2)!

2l(k+1)! (l-k-1)! (l-2k-2)!
因此

ak+1=-
(l-2k)(l-2k-1)
2(k+1)(2l-2k-1)

ak (8)

根据a0 就能计算a1、a2、…,利用式(5)就能计算

多项式Pl(x)之值。这种计算系数的算法称为递

推算法。
不论用递归算法还是用递推算法,都能计算

和描绘勒让德函数的曲线。图1用彩色曲线表示

了前9条曲线(注:在黑白图上无法区别各曲线)。
由图可见:函数值在-1到+1之间;当

 

l为偶数

时,函数是偶函数;当
 

l为奇数时,函数是奇函数。

图1 勒让德函数的曲线图

2 缔合勒让德多项式的算法和作图

缔合勒让德函数用罗德里格斯公式(生成函

数方法)表示为

Pm
l(x)=

(1-x2)m/2

2ll!
dl+m

dxl+m
(x2-1)l (9)

P-m
l (x)=

(l-m)!
(l+m)! Pm

l(x), (m=0,1,…,l)

(10)
求出Pm

l(x),就能求出P-m
l (x)。将式(8)代入

式(9)得

Pm
l(x)=(1-x2)m/2 d

m

dxmPl(x)

再将式(3)代入上式得

Pm
l(x)=(1-x2)m/2 ∑

[(l-m)/2]

k=0
bkxl-2k-m (11)

其中

bk =(-1)k
(2l-2k)!

2lk! (l-k)! (l-2k-m)!
(12)

由此可得起始值为

b0=
(2l)!

2ll! (l-m)!
=
(2l-1)!!
(l-m)!

(13)
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和递推关系

bk+1=-
(l-2k-m)(l-2k-m-1)
2(k+1)(2l-2k-1)

bk

(14)
当l一定时,m 可取(l+1)个值。将式(11)和

式(12)分别与式(5)和式(4)比较,可知P0
l(x)=

Pl(x)。当l=1,2,3时,缔合勒让德函数Pm
l(x)

的曲线如图2、图3和图4所示。当l>1时,曲线

的极值的绝对值随m 增加而增加。

图2 l=1时缔合勒让德函数Pm
l(x)的曲线图

图3 l=2时缔合勒让德函数Pl
m(x)的曲线图

当m=l时,由式(11)和式(13)得

Pl
l(x)=(2l-1)!!(1-x2)l/2 (15)

令dPl
l(x)/dx=0,可得当x=0时,极值为

Pl
l(0)=(2l-1)!! (16)

由此可决定曲线的上下范围。通过作图可以看到

|P-m
l (x)|≤1。m 越大,曲线极值的绝对值越

小。例如,当l=2时,缔合勒让德函数P-m
l (x)的

曲线如图5所示。

图4 l=3时缔合勒让德函数Pm
l(x)曲线图

图5 l=2时缔合勒让德函数P-m
l (x)曲线图

3 氢原子电子角分布几率的作图

氢原子中的电子在方向(θ,φ)附近立体角dΩ=
sinθdθdφ 内出现的几率是 Wlm(θ,φ)dΩ,Wlm 称

为角分布几率密度

Wlm =[NlmP|m|
l (cosθ)]2 (17)

其中

Nlm =
(2l+1)(l-|m|)!
4π(l+|m|)!

(18)

P|m|
l (cosθ)是缔合勒让德函数。可见:Wlm 与φ

角无关,图形是绕z轴的旋转体。
由于Wl,-m=Wl,m,因此只要画出Wl,m 的曲

线就行了。根据式(17)和式(18)以及缔合勒让德

函数,可作出各种几率密度曲线。
l分别等于0、1和2时的电子分别是s电子、

p电子和d电子,如图6所示。s电子在各个方向
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角分布几率是相同的。其他电子当磁量子数为零

时,沿z轴(竖直方向)的几率最大;当磁量子数为

l时,在x-y 平面的几率最大。

图6 氢原子中电子的角分布几率密度曲线与

角量子数的关系

4 Matlab画立体图

Matlab[4]称为矩阵工作室,它具有很强的数

据处理能力和图形绘制能力,其符号工具箱中的

MAPLE函数包含各种正交多项式。下面我们采

用 MATLAB语言程序绘出氢原子的角分布几率

密度平面曲线图和立体曲面图。可执行语句附在

文中后面。
启动 Matlab之后先执行命令,当角量子数l

为3时,磁量子数m 可取0到3共4个值,几率密

度的角分布曲线如图7所示。

图7 l=3时几率密度的角分布曲线图

Matlab还能绘制曲面,形成立体图。用th表

示方位角向量,th=linspace(0,2*pi,m0)
其中m0取50。以几率x为半径的横坐标矩

阵为X=cos(th)'*x,纵坐标矩阵为Y=sin(th)'*
x。以几率z为高度的矩阵为Z=ones(1,m0)'*

z,用如下命令可画出立体曲面图。
surf(X,Y,Z,abs(Z))

其中 第 四 参 数 使 曲 面 颜 色 上 下 对 称。用 命 令

shading
 

interp可使曲面连续染色。用其他命令

还可增添坐标和标题等等。
当l取3时,m 取0的曲面如“纺锤”状;m 取

3的曲面如“轮胎”状;m 取其他整数的曲面如上

下对称的“臼钵”状,如图8所示。当l取其他值

时,m 取不同值,几率曲面也有类似的情况。

图8 l=3时几率密度的立体图
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图8 (续)

5 结语

在数学物理方法和量子力学的电子教案中如

能借助 Matlab绘出勒让德函数曲线[7]和氢原子

的角分布曲线、曲面及其三维图形,则学生能更形

象更直观地去理解勒让德函数的意义和氢原子的

角分布几率密度,能大大地提高学习数学物理方

法和量子力学的兴趣和积极性,而且更容易阐明

数学和物理概念。同时,提高学生的绘图技巧和

方法,也是提高其解决问题的有效途径,对学生学

好数学物理方法和量子力学起着重要的作用。

附录

画氢原子的角分布几率密度平面曲线图的语句

maple('with(orthopoly)')
可得多项式名:

[G,H,L,P,T,U]
其中P是勒让德多项式名.使用如下命令

y=maple('P(2,x)')
可得2阶勒让德多项式:

y=-1/2+3/2*x̂2
对于角量子数l=3的电子态,勒让德多项式

Pl(x)可用如下函数得到:

y=maple(['P(',num2str(l),',x)'])
 

(注:这
里的参数l表示勒让德多项式的阶数,它决定着

曲线或曲面的形状)

缔合勒让德函数P|m|l (x)中的多项式部分可由下

式得到

y=diff(y,m)
缔合勒让德函数的平方为

w0=ŷ2*sym(['(1-x*x)̂',num2str(m)])
波函数归一化系数的平方为

Nlm2=(2*l+1)*
prod(1:l-m)/prod(1:l+m)/4/pi

用phi表示仰角向量

phi=linspace(-pi/2,pi/2,n0)
其中n0取100,则角分布几率密度为

w=Nlm2*subs(w0,'x',sin(phi))
最大几率密度为

wm=max(w)
这时可用极坐标绘图指令画出角分布曲线

polar(phi,w)
将几率的极坐标化为直角坐标

[x,z]=pol2cart(phi,w)
用如下命令画曲线更好

plot(x,z,'r',-x,z,'r')
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