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非完全弹性碰撞问题的讨论

李济魁 张福林

(天津大学理学院,天津 300072)

摘 要 一维对心碰撞根据机械能的改变分成完全弹性碰撞、非完全弹性碰撞和完全非弹性碰

撞三种情况。本文通过比较完全弹性碰撞和完全非弹性碰撞能量损失的差别,引入恢

复系数对这三种情况给出统一的描述。恢复系数的取值有助于我们更好的理解这三

种碰撞的区别和联系。并且,这一做法可以自然地与质心参考系、质心运动定理和柯

尼希定理等基本概念相联系。本文最后将恢复系数推广到普遍的非对心碰撞中。
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  在不受外力的碰撞问题中总是存在着动量守

恒,但是动能却不一定会守恒,我们希望可以用一

个简单的量来完整的描述两体的碰撞问题。对于

不同的碰撞,求解的方法并不相同,这突出了不同

碰撞之间的区别,但是削弱了碰撞之间的共性,会
使得初学者无法对碰撞有一个整体的把握。而恢

复系数e的应用,使得我们可以利用同一方程组

来求解不同的碰撞。在从实验室系引入恢复系数

e的过程中,我们会自然地观察到一些物理量的

形式在质心系中有更好的解释。质心系中的质心

运动定理(即牛顿第二定律)可以直接推导出动量

守恒。柯尼希定理则将系统的动能分为两部分。
这与我们在实验室系中将会损失的能量和保持不

变的能量分开是对应的。本文第二小节将从质心

系的角度简单地讨论恢复系数的引入。在第三小

节中,我们将对非对心碰撞进行简单的讨论。

1 实验室系中的碰撞

为了简化问题,我们考虑一维的对心碰撞(见
图1)。
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图1 一维碰撞

根据碰撞后动能的情况,将碰撞分为三种。
首先是完全弹性碰撞,在力只与球心的距离有关

时,压缩过程和弹开的过程每个球受到的影响都

是一样的,正好弹开后能回到原来的动能;其次是

非完全弹性碰撞,当弹开时受到的力小于压缩时受

到的力,弹开后小球的动能小于原来的动能出现了

动能的损失;最后我们将动能损失最大的情况称为

完全非弹性碰撞,两个小球碰撞后粘在一起。
在这个系统中,令m1 为第一个小球的质量,

v10 为第一个小球的初始速度,v1 为第一个小球

碰撞后的速度;m2 为第二个小球的质量,v20 为第

二个小球的初始速度,v2 为第二个小球碰撞后的

速度。因为碰撞中不受外力,所以有动量守恒

m1v10+m2v20=m1v1+m2v2 (1)
但是动能在这三种情况下却并不都是守恒的。对

于完全弹性碰撞,有动能守恒

1
2m1v2

10+
1
2m2v2

20=
1
2m1v2

1+
1
2m2v2

2 (2)

  对于完全非弹性碰撞,动能不守恒,并且动能

损失最大,利用碰撞后两个小球速度相同v1=v2=
v来计算动能的损失,由动量守恒得

m1v10+m2v20=(m1+m2)v (3)

v=
m1v10+m2v20

m1+m2
(4)

  在碰撞中,损失的动能ΔEk 为

ΔEk =
1
2m1v2

10+
1
2m2v2

20-
1
2 m1+m2  v2

(5)
  将式(4)代入式(5)得

ΔEk =
1
2m1v2

10+
1
2m2v2

20

-
1
2
(m1+m2)

m1v10+m2v20

m1+m2  
2

=
1
2

m1 m1+m2  v2
10+m2 m1+m2  v2

20

m1+m2
+

1
2

m1
2v2
10+m2

2v2
20+2m1m2v10v20

m1+m2

=
1
2

m1m2

m1+m2  
(v10-v20)2 (6)

  最大的动能损失
1
2

m1m2

m1+m2  
(v10-v20)2 和

最小的动能损失0(能量守恒)这两种极端的情况

已经给出,对于非完全弹性碰撞,我们希望找到一

个合适的参数来描述能量非最大损失的碰撞。下

面观察碰撞前后的动能,并且希望能从动能的形

式上看出会损失的能量是由什么参数决定的。碰

撞前的动能为

Ek0=
1
2
(m1+m2)v2+ΔEk

=
1
2
(m1+m2)

m1v10+m2v20

m1+m2  
2

+

1
2

m1m2

m1+m2
(v10-v20)2 (7)

  虽然这个结果是从完全非弹性碰撞中得到

的,但是这样的形式完全由初始时的参数(初速

度)来描述,与碰撞的具体形式无关,并且用来分

析碰撞的过程会非常方便。因此,碰撞后的动能

也可以写作这种形式

1
2
(m1+m2)v2=

1
2
(m1+m2)

m1v1+m2v2
m1+m2  

2

+

1
2

m1m2

m1+m2
(v1-v2)2 (8)

  式(7)和式(8)的第一项由动量守恒保证,
在这三种情况下都是相等的。第二项决定了碰

撞过程能量是否守恒,并直接给出了能量不守

恒时的能量损失。只有第二项相等时,有能量

守恒。所以在式(2)描述的动能守恒中,真正由

动量守恒决定的应该是第二项。第二项相等才

是动能守恒的单独要求。动能守恒时,式(7)和
式(8)的第二项相等,式(2)描述的动能守恒可

以写为

1
2

m1m2

m1+m2
(v10-v20)2=

1
2

m1m2

m1+m2
(v1-v2)2

(9)

  当动能损失最大的时候,由相对速度表示的这

一项应该为零,这部分能量在碰撞中全部损失了,即

0=
1
2

m1m2

m1+m2
(v1-v2)2 (10)

  观察式(9)和式(10)并考虑能量损失非最大

的情况,我们可以用一个在[0,1]之间的一个参数

来描述碰撞后由相对速度表示的那部分能量。这

个参数就是牛顿引入的恢复系数e,e∈[0,1]。那

么对于普遍的碰撞,这部分能量可以表示为
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1
2

m1m2

m1+m2
(v10-v20)2×e2

=
1
2

m1m2

m1+m2
(v1-v2)2 (11)

  在这里我们要注意的是,虽然恢复系数在式

(11)是由碰撞前后的速度表示的,但是这里只是

一个比值定义,恢复系数只由系统中物体本身的

性质来决定,恢复系数决定了碰撞的结果。当

e=1时,对应完全弹性碰撞;当e=0时,对应完全

非弹性碰撞;当e∈(0,1)时,对应非完全弹性碰撞。
在由动量守恒定律约束并且已知初始速度的一维

碰撞中,只需要一个参数就可以完全描述碰撞。这

个参数就是恢复系数e。下面利用动量守恒和恢

复系数来计算碰撞后的速度。化简式(11)得

-e×(v10-v20)=v1-v2 (12)

  这里取负号用来表示碰撞后相对速度改变方

向。将式(12)与动量守恒式(1)联立解得

 
v1=v10-

m2

m1+m2
(1+e)(v10-v20)

v2=v20-
m1

m1+m2
(1+e)(v10-v20)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(13)

  由此可知,恢复系数决定了碰撞的过程,同时

一个小球的质量、初始的相对速度、恢复系数越

大,碰撞后另一个小球的速度改变越大。

2 质心系

式(7)和式(8)这样表示动能的形式与柯尼希定

理[1,2,3]是一样的。系统在实验室系的动能分为两

部分:一部分是相对速度决定的,相对于质心系的

动能、另一部分是随质心整体平动的动能,即

Ek =
1
2MVc

2+
1
2μu

2 (14)

其中,μ=(m1m2)/(m1+m2)为两个小球的折合

质量,u=v10-v20 为相对速度,M=m1+m2 为系

统的总质量,Vc=(m1v10+m2v20)/(m1+m2)为
质心的速度,等号右边的第一项对应了式(7)和式

(8)的第一项,即质心的动能,在碰撞中保持不变,
第二项对应了在碰撞中会损失的能量。在我们讨

论的两体碰撞问题中,采用这样一个坐标系———
质心系,事情就会变得更清楚。在质心系中,根据

柯尼希定理,我们可以直接写出式(7)和式(8),而
不需要从式(3)开始的推导。从质心的运动定理

出发我们可以得到为什么完全非弹性碰撞的能量

损失最大,并且可以直接看到式(11)表示的能量

损失。
质心运动定理为

F外 =mac (15)

  在没有外力的两体碰撞中,质心的加速度等

于零,ac=0。即,质心的速度和动能都不变。所

以在碰撞中会损失的能量只能是相对于质心系的

动能E相对=
1
2μu

2。用e2×
1
2μu

2 表示碰撞后的

相对动能

1
2

m1m2

m1+m2
(v1-v2)2

=e2×
1
2μu

2

=e2×
1
2

m1m2

m1+m2
(v10-v20)2 (16)

  那么能量的损失为

ΔEk =(1-e2)×
1
2μu

2 (17)

  当两个小球做完全非弹性碰撞时,Vc=v1=
v2,碰撞后相对于质心系的动能为零,能量损失最

大。很自然的是,这里引入的系数e∈[0,1],就是

上面提到的恢复系数。
我们在展示了实验室系中的两体碰撞后,在

这里又简单地讨论了使用质心系引入恢复系数的

方便。下面我们将恢复系数推广到普遍的碰撞。

3 非对心碰撞

对心碰撞是较为理想的情况。在生活中遇到

的碰撞都是非对心碰撞(比如日常打台球)。[4]在
本节中,我们将根据上述结论对非对心碰撞做一

些简要的讨论,如图2所示。
若两球发生非对心碰撞,速度会不在原来的

方向。首先,假设两球初速度在水平方向,并且两

球在碰撞中只受到沿球心连线方向的弹力,由受

力分析可知,碰撞后两个小球的速度只能在两球

心的连线和水平速度构成的平面上。所以两小球

的速度总在同一平面上,不妨取此平面为xy 平面

(见图3)。这样便成了二维的问题(在这里我们只

考虑了两球的速度与球心的连线处在同一平面的

情况,因为即使在碰撞中还有垂直于球心连线方
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图2 非对心碰撞

图3 非对心碰撞速度分解

向的速度,但是这个方向不受力,速度不会发生变

化,因此不会对结果产生影响)。令m1 为第一个

小球的质量,􀱆10 为第一个小球的初始速度,􀱆1 为

第一个小球碰撞后的速度;m2 为第二个小球的质

量,􀱆20 为第二个小球的初始速度,􀱆2 为第二个小

球碰撞后的速度。Vc 为碰撞前质心的速度,V'c为
碰撞后质心的速度。

若两个小球发生非对心碰撞,则

Vc =
m1􀱆10+m2􀱆20

m1+m2

V'c=
m1􀱆1+m2􀱆2

m1+m2

  根据质心运动定理式(15),外力为零,加速度

为零,Vc=V'c,即

m1􀱆10+m2􀱆20=m1􀱆1+m2􀱆2 (18)

  由上式可知,不管是在对心碰撞中还是在非

对心碰撞中,牛顿第二定律都可以保证系统满足

动量守恒。由柯尼希定理可知,系统的动能Ek=
1
2μu

2+
1
2MVc

2。显然,不管是完全弹性碰撞的

动能守恒还是完全非弹性碰撞的能量损失
1
2μu

2,

在非对心碰撞中并不会有所不同。所以对于非完

全弹性碰撞,碰撞后系统相对于质心系的动能仍

然可以写成

1
2

m1m2

m1+m2
(􀱆10-􀱆20)2×E2

=
1
2

m1m2

m1+m2
(􀱆1-􀱆2)2 (19)

  同对心碰撞中的思路相同,引入新的参数E
来表征碰撞中的能量损失处在弹性碰撞和完全非

弹性碰撞之间。但是碰撞前后的相对速度却不一

定反向,如果想知道碰撞后小球相对速度的改变,
还需要更多的碰撞细节,比如两个小球球心的高

度、小球碰撞时沿与球面相切的方向是否存在其他

的力等等。即式(19)不能直接地写成式(12)。
在这里我们求解一种特殊情况下的碰撞。假

设碰撞前球心连线的方向是已知的,并且在碰撞

中小球只受到沿球心连线方向的弹力。在图3
中,我们将两个球心的连线方向设为y 轴。与球

心连线方向垂直的方向为x 轴。将两球的速度沿

该坐标轴分解,如图3所示,􀱆10=􀱆1x+􀱆1y,􀱆20=
􀱆2x+􀱆2y。受力分析,系统不受外力,碰撞过程中

小球1只会受到沿着y 轴负方向的力,同样小球2
只会受到沿着y 轴正方向的力。因此􀱆1x 和􀱆2x
在碰撞过程中始终保持不变。这样我们就可以将

整个碰撞看作y轴方向上的一维对心碰撞。令􀱆'1y
为碰撞后小球1在y 轴的速度,􀱆'2y 为碰撞后小

球2在y轴的速度。根据前面的结论式(13)有

 􀱆'1y =􀱆1y -
m2

m1+m2
(1+e)(􀱆1y -􀱆2y) (20)

 􀱆'2y =􀱆2y +
m1

m1+m2
(1+e)(􀱆1y -􀱆2y) (21)

利用恢复系数e 解出y 方向的碰撞后,就可以知

道整个非对心碰撞的结果。但是由于系统多了一个

方向的自由度,不再满足式(12),联立式(20)和
式(21)得
􀱆'1-􀱆'2=-e(􀱆10-􀱆20)+(1+e)(􀱆1x -􀱆2x)

(22)
所以,式(12)变成了式(22)。将式(22)中的矢量

写为坐标的形式,􀱆10=
v1x

v1y

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ,􀱆20=

v2x

v2y

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ,􀱆'1=

v1x

v'1y
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ,􀱆'2=

v2x

v'2y
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 。于是式(22)可以写为
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􀱆'1-􀱆'2=
v1x -v2x

-e(v1y -v2y)
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

=
1 0
0 -e
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 v1x -v2x

v1y -v2y

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

=
1 0
0 -e
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤
􀭥

􀪁
􀪁 (􀱆10-􀱆20) (23)

于是我们得到E2=
1 0
0 -e
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,并将其称为二维恢

复矩阵。式(23)可以写为

􀱆'1-􀱆'2=E·(􀱆10-􀱆20) (24)
当􀱆1x=􀱆2x=0时,非对心碰撞变为对心碰撞,
式(24)展开为

0
v'1y-v'2y
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =

1 0
0 -e
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 0

v1y -v2y

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

即

v'1y-v'2y=-e(v1y -v2y) (25)
式(25)与式(12)是一样的。

在考虑普遍的三维碰撞时,我们在实验室中

观察两个球体。这时我们只需要在图2的情况

下,为两个球添加沿垂直于纸面的方向的速度即

可。我们始终取两个球心的连线方向为y 轴,而
平行于纸面的速度是任意的。类似二维情况的讨

论,假设初始速度为􀱆10=􀱆1x+􀱆1y+􀱆1z,􀱆20=
􀱆2x+􀱆2y +􀱆2z。而 会 改 变 的 速 度 为 􀱆y,与

式(20)和式(21)相同。将速度写为矢量的形式,

􀱆10=
v1x

v1y

v1z

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 ,􀱆20=

v2x

v2y

v2z

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 ,􀱆'1=

v1x

v'1y
v1z

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 ,􀱆'2=

v2x

v'2y
v2z

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 ,

同理我们有

􀱆'1-􀱆'2=
v1x -v2x

-e(v1y -v2y)

v1z -v2z

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

=
1 0 0
0 -e 0
0 0 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 (􀱆10-􀱆20) (26)

  于是我们得到E3=
1 0 0
0 -e 0
0 0 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,并将其称

为三维恢复矩阵。式(23)可以写为

􀱆'1-􀱆'2=E·(􀱆10-􀱆20) (27)
  当􀱆1z=􀱆2z=0时,三维非对心碰撞变为二

维非对心碰撞形式;当􀱆1z=􀱆2z=0,􀱆1x=􀱆2x=0
  

时,三维碰撞变为一维对心碰撞。
在这样的非对心碰撞中,如果知道两个小球

的速度方向和两个球心连线方向(碰撞细节),碰
撞依然可以使用对心碰撞中的恢复系数e 来描

述。如果想要非对心碰撞和对心碰撞结果的形式

保持一致,那么就需要引入一个同时由物体本身

的性质和碰撞细节(两个球心连线方向等)决定的

恢复矩阵E。

4 结语

在本文中,我们首先从实验室系出发,在一维

对心碰撞中引入了恢复系数e来统一描述弹性碰

撞、完全非弹性碰撞和非完全弹性碰撞,提供了一

种认识这三种碰撞的新角度。然后利用质心运动

定理和柯尼希定理简化了上述过程,使其更容易

理解。最终沿着相同的思路将恢复系数推广到非

对心碰撞。
生活中有诸多碰撞的现象。例如,台球属于二

维非对心碰撞的问题,通常情况下两个台球碰撞的

接触面的法线方向可以认为是本文讨论中定义的y
轴。并且,碰撞的问题在物理中是非常基本的模

型,可以用于得到理想气体的温度与分子平均平动

动能之间的关系[5]。
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