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技术革命、内生增长与市场失灵

刘涛雄 刘卓昊 李帮喜*

【摘 要】
 

以生产力质变和跃迁、技术的革命性突破、全要素生产率短时间内大

幅提升为特点的技术革命是新质生产力发展的重要表现。本文建立了一个将

技术革命纳入内生增长模型的基本框架,并着重探讨了技术革命伴随着的市场

失灵。引入技术革命后,经济均衡时处在周期增长路径上,既表现出长期内生

增长,又表现出阶段性特征和周期性波动。本文研究了技术革命伴随的市场失

灵,发现市场均衡会导致过度消费,投资不足,积累技术的动力不足,缺乏最优

增长路径上的“赶工效应”,从而导致技术革命更晚发生。在许多情况下,尽管

推动技术革命发生是社会的最优选择,但市场会放弃进行技术革命。本文的研

究说明,仅仅依靠市场力量进行研发可能会带来比传统理论预言的更为严重的

后果,政府必须作为决策主体将技术革命的发生时间作为内生变量进行决策,

积极主动推动新质生产力的发展,才能让经济走向高质量发展之路。
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一、
 

引言

习近平总书记指出,新质生产力“由技术革命性突破、生产要素创新性配
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置、产业深度转型升级而催生,以劳动者、劳动资料、劳动对象及其优化组合的

跃升为基本内涵,以全要素生产率大幅提升为核心标志,特点是创新,关键在质

优,本质是先进生产力”①。新质生产力发展和培育的动能在于创新,创新带来

要素效率的演进和提升,形成新的产业革命(刘伟,2024),新的通用技术在技术

革命的进程中转化为新质生产力(方敏和杨虎涛,2024),新质生产力是新技术

革命条件下的生产力质态(孟捷和韩文龙,2024),以生产力质变和跃迁、技术的

革命性突破及全要素生产率在短时间内大幅提升为特点的技术革命正是新质

生产力发展的重要表现。
习近平总书记指出,“新质生产力已经在实践中形成并展示出对高质量发

展的强劲推动力、支撑力”②。新质生产力的强劲推动力,正是建立在席卷而来

的以智能化、网络化、数字化为主要特点的新一轮技术革命和产业革命基础上

的实践创新(任保平,2024)。无论是将这次技术革命称作“第四次工业革命”
(贺正楚和潘红玉,2015),还是第三次工业革命中的后一个技术革命浪潮(贾根

良,2016),新的技术革命的机遇都已经到来(Agrawal
 

et
 

al.,
 

2019)。如果说以

前的历次技术革命中,中国或者错过,或者扮演的是模仿者和学习者的角色,处
在追赶型增长之中(连旭蓓等,2020;冯志轩和刘凤义,2020;吴利学,2021),那
么,在当前新一轮技术革命中中国已经成为主力军(郭凯明等,2023),新质生产

力正是在中国蓬勃发展。可以预期,在未来的技术革命中,中国有机会扮演原

发者和引领者的角色。因此,从理论上深入探讨技术革命以及政府在技术革命

中能够发挥的作用具有迫切的现实意义。
然而,当前主流的新古典增长理论对技术革命的纳入和严谨分析却严重不

足。尽管不同文献的概念之间存在一些差异,研究技术进步的文献普遍将技术

进步区分为渐进式进步和技术革命两种形式。前者往往是连续的逐步变化,影
响局部或部分产业;后者往往是间歇性突变的,全局性地深刻改造经济系统③。
令人遗憾的是,现有的内生增长理论忽略了这种区分。自Romer(1986)提出基

于知识溢出的内生经济增长模型以来,内生增长理论一直占据增长理论的主导

地位。但无论这些理论模型是基于投入品扩展、产品创新、质量改进,还是熊彼

特式创新
 

(Aghion
 

and
 

Howitt,
 

1992,
 

1994;
 

Acemoglu,
 

2009)
 

的思想,技术进

步都被建模为时间的连续函数。这些模型致力于得到一条平衡增长路径

(Balanced
 

Growth
 

Path,
 

BGP),在均衡和最优路径上,技术进步总是以恒定的

①

②

③

《习近平谈治国理政》第五卷,北京:外文出版社,2025年,第191页。
《习近平谈治国理政》第五卷,北京:外文出版社,2025年,第191页。

Helpman(1998)区分了渐进式创新和激进式创新,并将后者的主要形式视为通用目的技术

(General
 

Purpose
 

Technologies,
 

GPTs);Mokyr(1990)将技术变化分为微观创新和宏观创新;Freeman
 

and
 

Louca(2001)把它们称为渐进过程和技术革命。
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速度稳步增长。虽然在许多质量改进模型中,技术进步在产品层面呈现出不连

续、阶梯式的形式,但总体经济的平均技术水平是连续和稳步增长的。因此,这

些理论模型都只能刻画渐进的技术进步,不能刻画技术革命,尤其是没有抓住

技术革命的间歇式和全局性两个关键特征。

首先,技术革命的间歇式、非连续性、不均匀性意味着长期增长和周期性波

动是难以分割的一个硬币的两面。从经济史来看,技术革命无疑是长期增长的

核心动力,甚至比渐进式技术进步更为重要。因为渐进式技术进步往往以重大

技术革命为基础,在缺乏新的技术革命时,渐进式技术进步往往会逐渐枯竭,这

一过程在
 

Freeman
 

and
 

Louca(2001)中有精彩的描述。另一方面,既然重大技

术革命在表现形式上是一个间歇式突变的、非线性的过程,这必然使得经济呈

现阶段性发展特征,带来经济的周期性波动(Rosenberg,
 

1982,
 

1994;
 

Freeman
 

et
 

al.,
 

1999;
 

Sanchez-Choliz
 

et
 

al.,
 

2008)。熊彼特本人在发展长波理论时,认

为增长长波现象来源于技术进步在时空上的不均匀性,少数时间段内创新聚集

出现带来了经济高速增长,创新枯竭之后,经济不可避免出现萧条(孟捷,

2001)。后熊彼特学派进一步回答了为何技术进步在时空分布上的不均匀性。

他们认为在每次长波产生于关键技术的突破,重大产品创新产生的前向和后向

影响直接推动了经济增长(Freeman
 

and
 

Louca,
 

2001)。马克思主义政治经济

学也十分重视技术革命和经济波动的关系。康波理论认为,间歇式的技术革命

导致了经济以50~60年为周期的长波。Mandel(1964)将马克思的平均利润率

概念运用于长波理论,认为技术革命是造成利润率波动进而经济波动的重要因

素。高峰(2018)认为需要从技术、制度与市场等三个要素综合分析资本主义经

济长波现象。现有西方主流增长理论模型抛弃了对经济波动的考察,而经济周

期理论又远离对长期增长的重视,使得增长和周期在理论中呈现割裂的状态①。

同时,技术革命的全局性说明它是一种集体行动的结果,而集体行动的困

境往往需要政策之手来矫正市场失灵。技术革命意味着新技术范式的出现和

扩散,其影响渗透整个经济系统,是全局性、整体性的变化。渐进性技术创新往

往发生在局部产业,往往以现有技术范式为基础。比如电力革命从整体上推动

人类进入了电气时代,而某一项具体的电机技术则以电力革命为前提,主要影

响局部产业。一项电机技术可以得到专利保护,而电力革命本身则难以通过专

利保护进行产权化。一项具体的电机技术可以由个别企业完成,而电力革命何

① 新古典学派在宏观领域形成了所谓的“新共识宏观经济学”和真实经济周期理论,认为技术进步

在长期保持一定的增长,但短期无法预测,所以宏观经济政策(货币政策和财政政策)不会影响长期产出

水平,政府干预(主要是货币政策)能在短期熨平经济波动。这种观点显然人为割裂了技术进步对经济增

长与经济波动的双重作用。
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时发生则不是个别企业可以左右的,其涉及诸多产业的相互配套,诸多技术之

间复杂的相互依赖和补充。因此,技术革命在一定意义上是一种集体行动的结

果,不由经济中个别企业或家庭所左右。众所周知,集体行动存在奥尔森困境。

那么,集体行动的困境对技术革命有何意义? 市场均衡是否能解决技术革命中

的集体行动问题? 还是意味着存在市场失灵,同时政府应该在技术革命中扮演

重要角色?

Helpman
 

and
 

Trajtenberg(1994)建立了一个关于新
 

GPT
 

和新
 

GPT
 

扩散

效应的模型,这些模型是区分激进创新和渐进创新的重要尝试。然而,他们的

模型将
 

GPT
 

的进步视为外生的,并不是成熟的一般均衡模型。Freeman
 

et
 

al.
(1999)将技术革命的产生视为研发或投资基础设施的结果,他们出色地阐述了

不连续技术进步所产生的经济周期,并提供了许多洞见。然而,他们的“分散经

济”并不是一个真正的市场均衡,实际上只提供了中央计划者的结果,进而对技

术革命产生的市场失灵无能为力。Liu
 

and
 

Liu(2022)解决了上述绝大多数困

难,将技术革命内生化,得出了内生增长和长期波动,并初步探讨了技术革命中

的市场失灵,区分了赶工效应和红利效应。不过,该文对市场失灵的定性分析

较少,特别是没有分析市场均衡对于技术革命“应有却无”的可能性以及不同参

数条件下市场失灵的不同表现。

本文在Liu
 

and
 

Liu(2022)的基础上进一步加以分析,将市场失灵的特点和

性质加以补充完善。以Romer(1986)的经典模型为基础,进一步假定技术进步

包含渐进性进步和突变型革命两种方式,后者建立在量变引起质变的原则上,

只有当技术积累至一定程度时才会以跳跃性的方式发生。此时,传统的平衡增

长路径不再存在,经济增长呈现明显的阶段性。均衡时,经济既表现出长期内

生增长(平均意义上),又表现出周期性波动。周期性波动也是内生的,其来自

劳动生产率提高速度的周期性变化,根源于技术革命的间歇式发生。虽然本文

经济周期的来源和真实经济周期(Real
 

Business
 

Cycle,RBC)理论类似,都源于

技术的变化,但本文中周期是内生的,这一点不同于
 

RBC
 

中周期来自外生

冲击。

本文比较了市场均衡增长路径和最优增长路径的不同,并发现普遍的市场

失灵。在市场均衡中,对于每个家庭来说,技术革命对他们都是外生的,这导致

在技术革命的时间点上,积累资本的个人收益和社会收益并不相同,进而造成

三方面后果。第一,市场的整体储蓄水平低于社会最优的储蓄水平,即市场积

累知识的动力不足。第二,市场在技术革命来临的前夕有些“无动于衷”,在等

待技术革命“自然发生”;而中央计划者则会抓住技术革命来临前夕的契机,通

过更大力度增加社会的总体技术水平来促进技术革命的发生。第三,在一些参
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数条件下,尽管推动技术革命的发生是社会最优的选择,但在市场均衡中技术

革命不会发生,这时经济增长会类似于
 

Ramsey
 

模型趋向于稳态,最终发生增

长停滞;在另一些参数条件下也可能会发生市场均衡不存在的情况。
本文的结果说明,仅仅依靠市场力量进行研发可能会带来比传统理论预言

的更为严重的后果。在以Romer(1986)、Aghion
 

and
 

Howitt(1992,1994)等为

代表的传统内生增长模型中,由于外部性、垄断竞争等带来的市场失灵往往只

会造成增长率的高低问题,而在本文中,这些市场失灵改变了技术革命的价值,
从而可能使得技术革命不会发生,最终带来长期增长的停滞。对于技术革命

“应有却无”情况的探讨也是本文相较于Liu
 

and
 

Liu(2022)的主要贡献。本文

的理论意味着推动重大技术革命,仅仅依靠市场力量是不足的,需要通过合适

的政策引导,在一段时间内相对集中精力和资源突破关键技术以实现重大技术

革命。
这些发现一定程度上阐述了中国故事,解释了中国的发展实践,特别是对

政府引领发展新质生产力、促进技术革命的政策实践有着重要意义。新质生产

力的培育很重要的一方面就是发展新产业、新模式、新动能,改造提升传统产

业、培育壮大新兴产业、布局建设未来产业,带来普遍的技术革命与产业革命。
技术革命与产业革命的完成并不是任何一个企业单独可以完成的,必须由全社

会、由整个产业体系的各个主体协同发展,实现科技创新和产业应用的融合。
技术革命和产业革命的分散性质意味着由市场自发形成的均衡具有市场失灵,
必须有政府协调各方、集中领导,将技术革命的成熟时间作为内生变量进行决

策,积极主动培育发展新质生产力。例如,利用新型举国体制引领重大原创性

科技成果攻关、突破“卡脖子”技术等(陈劲等,2021;蔡跃洲,2021)。同时,为了

避免市场在确定技术革命时间上的失灵,政府必须建立有公信力的长远规划,
引导市场对未来技术革命确立正确的预期(周济,2015)。

本文的分析方法和相关结论不仅仅适用于对技术革命和长期增长的分析,
也可推广到诸多类似情形。如重大基础设施建设、重大制度变革等,因为它们

和技术革命有类似动态特征,都需要长期投资和积累,都具有全局性,成功后会

产生重大影响等。
本文其余部分作如下安排:第二节介绍模型设置;第三节分析市场经济均

衡结果;第四节探讨最优增长路径,并和市场均衡路径作对比;最后一节作总

结。一些技术性的数学证明放在附录。

二、
 

模型设置

本节首先提出刻画含有渐进性技术进步和技术革命两种技术进步方式的
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基本做法,并在此基础上建立基本内生增长模型。

(一)
 

知识溢出:
 

技术进步与技术革命

基于Romer(1986)关于技术外溢的思想①,假定单个企业的技术进步可以

外溢至全社会,则单个企业的技术水平即为全社会的技术水平。设市场上有N
家(连续统)企业,单个企业j的生产函数为

Yj(t)=f(kj(t),lj(t))=(kj(t))α(A(t)lj(t))1-α (1)

其中A(t)为全社会的技术水平,为哈罗德中性形式,lj(t)、kj(t)为企业的劳动

力和资本。为了简洁,后文在不引起歧义时省略自变量t。Romer(1986)假定

企业的技术进步和资本存量成正比,并简化为资本的线性函数,这样刻画了技

术的连续进步。本文的关键设定则是将技术进步区分为连续和不连续两个部

分。如在引言中所说,假定技术进步由渐进性进步和间歇式的技术革命两部分

构成。回顾人类社会的技术革命史,可以认为,技术革命改变了基本的技术范

式和经济发展阶段,而渐进性技术进步则反映了在既定的技术范式的基础上技

术的逐步改进(Mokyr,
 

1990;
 

Helpman,
 

1998;
 

Freeman
 

and
 

Louca,
 

2001)。

因此,这里假定技术革命为突变式,可以用阶梯函数 Ad 来刻画,其中d=1,

2,…,设其取值为A1<A2<…<An<…。设渐进性技术进步成分为Ac,可以

连续变化。设总技术水平为A,且

A=Aγ
cA1-γ

d (2)

  上述函数体现了在既定的技术范式Ad 之下,渐进性成分Ac 的进步对总

技术水平的边际贡献是递减的,而技术革命带来的技术范式跃迁则会突变式提

升总技术水平,且提升Ac 对总技术水平的边际贡献。上式取对数之后就是一

个凸组合,即logA=γlogAc+(1-γ)logAd,说明连续部分和不连续部分的增

长率共同决定了整体技术的增长率。

承袭Romer(1986)关于技术外溢且外溢程度和资本存量线性相关的思想,

假定Ac 及Ad 都由总资本存量K 决定。且Ac 和K 呈线性关系,可简单假设

Ac =K (3)

  而Ad 则为K 的阶梯函数,对于第n 次技术革命,需要社会总资本积累到

某个程度Kn,才会产生跳跃式的进步,假设

An =BKn, K ∈ [Kn,Kn+1) (4)

① 关于技术进步的思想,主要由Romer(1986,
 

1990)和Aghion
 

and
 

Howitt(1992)给出,分别通过

技术外溢、中间品拓展和质量创新给出了技术进步的模式。这三个模型在数学上具有一定的相似性,将
其中一个作为基础分析清楚后容易推广到其他情况,因此本文采用Romer(1986)模型作为基础以简化分

析,这种分析也适用于基于Romer(1990)和Aghion
 

and
 

Howitt(1992)等文献的思想构建的模型。



技术革命、内生增长与市场失灵 7    

其中,Kn+1=Knξ=ξnK0。这一设定反映出,随着n 的增加,技术革命所需要积

累的资本存量跨度越来越大、技术革命所产生的效果也越来越大。每当资本积

累到一个节点Kn 时,技术水平就突变为之前的ξ倍。由式(2)、(3)及(4)可得

全社会的技术水平为

A=Kγ(BKn)1-γ, K ∈ [Kn,Kn+1) (5)

  技术水平和资本水平间的关系图如图1所示。特别地,如果γ=1,那么技

术进步完全是连续的,模型等同于Romer(1986)的模型;如果γ=0,那么技术进

步完全是跳跃式的,社会总资本只在技术革命时有外溢作用。而技术发生突变跳

跃的时间,就是技术革命发生的时间。本文称生产技术发生第n次突变的时间

tn =min{t:K(t)≥Kn} (6)

为第n 次技术革命发生的时间,将时间段[tn,tn+1)称作第n 个技术周期。

图1 技术水平和资本水平间的关系(γ=0.5)

(二)
 

企业行为

现分析经济各个主体的行为。企业向家庭雇佣劳动力、租用资本,生产函

数为式(1)。企业的利润最大化问题为

max
kj,lj

f(kj,lj)-(r+δ)kj -wlj (7)

其中r+δ是租金率,w 是工资率。δ是资本的折旧率。一阶条件为

r+δ=α
Alj

kj  
1-α

, w=(1-α)
Alj

kj  
-α

  社会总资本存量为

K =∫
N

0
kjdj

  设社会总劳动力数量L 为常数,有

L=∫
N

0
ljdj

  在相同的价格下,每个企业的劳动 资本比是相同的,因此社会总产出
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Y=∫
N

0
yjdj=Kα(AL)1-α (8)

  上式是社会总资本、社会总人口和技术水平的函数。同理,工资率和利息

率也是社会总资本、社会总人口和技术水平的函数,即

r+δ=α AL
K  

1-α

, w=(1-α)AL
K  

-α

(9)

  在技术革命发生时,由于社会总资本是连续积累的,而技术是突变跳跃的,
因此利息率r(t)和工资率w(t)都会突变跳跃。

技术水平A 是社会总资本的函数,由式(5)及(8)有

Y=Kα(AL)1-α =Kβ(BKn)1-βL1-α, K ∈ [Kn,Kn+1) (10)
其中

β=α+(1-α)γ, 1-β=(1-α)(1-γ) (11)
其中,(1-α)γ 部分衡量了社会总资本产生技术外溢的连续部分,即渐进式技

术进步对总产出的贡献份额;1-β=(1-α)(1-γ)衡量了不连续部分,即导致

技术革命而对总产出的贡献份额。

(三)
 

家庭选择

经济中有测度为1的连续统同质家庭,每个家庭有L 单位的劳动力。代表

性家庭的终身效用为

U(t)=∫
+∞

0
e-ρtlogc(t)dt

  假设家庭直接持有资本,将其收入用于消费或积累资本,则家庭预算需满足

k̇(t)=r(t)k(t)+w(t)L-c(t), t∈ [tn,tn+1) (12)
因此,对于某个初始时间t0 和给定的初始禀赋

k(t0)=k0 (13)
家庭的效用最大化问题为

v(k0,t0)=max
c(t)

 ∫
+∞

t0
e-ρtlogc(t)dt

     s.t.
 

(12),(13), (14)

lim
t→+∞
e

-∫tt0r(s)dsk(t)≥0

其中条件lim
t→+∞
e

-∫tt0r(s)dsk(t)≥0为无庞氏条件①。对单一家庭而言,经济系统的

① 在预算约束(12)下,无庞氏条件等同于终身消费小于等于终身收入的约束,即

∫
+∞

t0
e

-∫tt0r(s)dsC(t)dt≤k0+∫
+∞

t0
e

-∫tt0r(s)dsw(t)Ldt
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价格,即整个利息率r(t)和工资率w(t)的演进路径都是外生的,家庭最优决策

下的效用仅与初始条件(k0,t0)有关,因而可以写成v(k0,t0)的形式。

这里需要更加深入分析家庭的决策问题。因为,在技术革命发生时,尽管

k(t)是连续的,利息率r(t)和工资率w(t)都会发生突变。家庭必须考虑在这

些价格量突变时的决策问题,因此现在家庭优化问题要面对不连续的路径,这
是现有的动态优化经济学模型求解方法不能直接处理的。

因为技术革命的发生取决于全社会的总资本存量,对单个家庭而言是无法

改变的,家庭决策时只能将技术革命发生的时间{tn}n≥1 作为外生变量或约束

条件。因此,家庭需要考察两部分,即技术革命发生时(发生前后)tn 和技术周

期内(tn,tn+1)的决策问题。

1.tn 处的角点条件

先仔细考察家庭在第n 次技术革命发生的时间tn 处的效用最大化问题。

根据动态优化的递归特性,这可以写成贝尔曼方程的形式:

v(k0,t0)=max
kn

w(k0,t0;kn,tn)+v(kn,tn), tn 给定 (15)

其中v(kn,tn)代表了第n 次技术革命发生后的效用,此时的初始资本存量为

k(tn)=kn。w(k0,t0;kn,tn)为本次技术革命之前的效用,具体为

w(k0,t0;kn,tn)=max
c(t)

 ∫
tn

t0
e-ρtlogc(t)dt

s.t.
 

(12)

  k(t0)=k0

  k(tn)=kn

  式(15)的最优化条件为①:

∂
∂kn

w(k0,t0;kn,tn)+
∂
∂kn

v(kn,tn)=0 (16)

  因这一条件在突变处发生,本文称为角点条件(corner
 

condition)。角点条

件也称Erdmann-Weierstrass条件。上述角点条件有清晰的经济学含义。在技

术革命发生时,如果家庭增加此时的资本存量kn,那么会产生两方面作用:

一方面,在tn 处的初始资本存量增加,会增加此 后 的 未 来 终 身 效 用

v(kn,tn)。因此,∂
∂kn

v(kn,tn)是第n 次技术革命发生时,家庭积累资本的边际

收益(边际效用意义的收益),即

MR=
∂
∂kn

v(kn,tn) (17)

① Hull(2013)用变分法也得到了数学上和下文一致的条件。
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  另一方面,为了能够积累更多的资本,家庭必须抑制此前的消费。因此,增加

kn 会减少技术革命之前的效用w(k0,t0;kn,tn)。因此,-
∂
∂kn

w(k0,t0;kn,tn)

是第n 次技术革命发生时家庭积累资本的边际成本,即

MC=-
∂
∂kn

w(k0,t0;kn,tn)

  对于家庭来说,选择一个最优的资本的数量意味着积累资本的边际收益和

边际成本相等,即

MR=MC
  这就是角点条件(16)的经济学含义,是家庭最优决策的结果。设家庭的最

优条件得出的选择为

k*
n (tn)=argmax

kn
w(k0,t0;kn,tn)+v(kn,tn) (18)

  若此时市场处于均衡,则反过来要求所有家庭在作出这一最优决策时,第n
次技术革命确实在此时发生,即

∫i∈[0,1]
k*

n (tn)di=Kn

  由于家庭是同质的,这意味着

k*
n (tn)=Kn (19)

2.
 

区间(tn,tn+1)内的条件

通过求解家庭在区间(tn,tn+1)内的效用最大化问题可以得出增长理论中

常见的欧拉方程,即

ċ(t)
c(t)=r(t)-ρ, ∀t∈ (tn,tn+1) (20)

即

x(t-
0)=lim

t→t-
0

x(t), x(t+
0)=lim

t→t+
0

x(t)

  它们分别代表一个变量的左极限和右极限。根据区间内的一阶条件,角点

条件式(16)可以进一步化简为

c(t+
n)=c(t-

n) (21)
此式和家庭资产的演进约束(12)构成了每个技术周期内的动力系统。

最后,家庭最优化还需满足横截性条件,即

lim
t→+∞

e-ρtk(t)
c(t) =0 (22)

  这一条件的含义是终身消费等于终身收入,即

∫
+∞

t0
e

-∫tt0r(s)dsC(t)dt=k0+∫
+∞

t0
e

-∫tt0r(s)dsw(t)Ldt
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三、
 

市场均衡

结合家庭和企业的最优化行为,即可刻画经济的市场均衡。但是,因为跳

跃性、全局性的技术革命的存在,本文定义的市场均衡和传统增长模型的均衡

有一些不同。因此,本节首先给出本文求解的市场均衡的明确定义,然后对均

衡结果进行探讨。

(一)
 

市场均衡的刻画

这里的市场均衡的基本定义包括两方面的条件:(1)给定一组价格路径

[r(t),w(t)]∞t=t0,家庭和企业分别如上一节中所述采用效用最大化和利润最大

化的选择,并使得市场出清。(2)家庭预期技术革命在时间tn 发生,并把tn 看

成外生的作最优化选择,同时家庭的选择反过来使得技术革命正好在tn 处

发生。

上述第一个条件是标准的动态均衡条件,而第二个条件则是本文的特殊设

定,即式(19)。第二个条件有两方面的含义,一是如前所述,技术革命何时发生

决定于整个经济系统的情况,不是个别家庭可以改变的,因此家庭把tn 看成外

生的;二是家庭的预期是自洽的,即一旦每个家庭以技术革命在tn 发生为前提

来安排终身消费,反过来,由此决定的经济路径必然使得技术革命恰好在tn 发

生,即家庭的积累行为会使式(19)恰好成立。由于本文没有引入信息不完全,
即假设家庭是理性预期的,既然家庭的预期是准确的,其预期的自洽性显然是

均衡的必然要求。
进而,均衡时市场出清如下。
(1)

 

要素市场出清,

L=∫
N(t)

0
lj(t)dj, k(t)=K(t)=∫

N

0
kj(t)dj (23)

  (2)
 

产品市场出清,供给侧有

Y(t)=K(t)β(BKn)1-βL1-α, K(t)∈ [Kn,Kn+1) (24)

  需求侧(由代表性家庭)有

Y(t)=I(t)+c(t)=I(t)+C(t) (25)

其中资本演进服从

K̇(t)=I(t)-δK(t) (26)

  由资本演进的方程(26)和产品的供需方程(24)、(25),可得社会总资本的

演进方程。由欧拉方程(20)、利息率方程(9)和产出方程(24)可得社会总消费

的演进方程。由角点条件(21)可知社会总消费是处处连续的。由初始条件
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(13)和横截条件(22)可得社会加总的初始条件和横截条件。上述方程可以化

简为如下方程组

Ċ
C =α

KnB
K  

1-β

L1-α -δ-ρ,

K̇ =Kβ(KnB)1-βL1-α -δK-C,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁  K ∈ [Kn,Kn+1) (27)

C(t),K(t)关于时间连续

K(t0)=k0, lim
t→+∞
e-ρtK(t)

C(t)=0
(28)

  方程(27)是经济在技术周期内部t∈(tn,tn+1)运动的微分方程组。消费的

运动遵循欧拉方程,消费增长率等于利息率减去效用贴现率r-ρ;资本一方面

通过储蓄等于投资Y-C=I而积累,另一方面也会发生折旧。在角点处,资本

是连续积累的;消费根据家庭的选择而连续。给定K(t0)=k0 的初始条件,可
选择的C(t0)的路径有很多,这些路径中只有满足横截条件(28)的路径才是市

场均衡路径;满足横截条件意味着家庭的终身消费等于终身收入,即取得了最

优解。

(二)
 

分阶段增长和周期增长路径(CGP)

在经典的经济增长理论中,一个很重要的概念是“平衡增长路径”(Balanced
 

Growth
 

Path,
 

BGP)。在平衡增长路径上,消费增长率和利息率是常数,经济保

持不变的增长率持续稳定增长。不过,在本文的模型中,由(9)和(25),

r(t)=αB
Kn

K(t)  
1-β

L1-α -δ, K(t)∈ [Kn,Kn+1) (29)

  而
Kn

K(t)∈
1
ξ
,1 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 会随着资本的积累经历减小、突变提高、减小、突变提高

的往返过程;由方程(20),消费增长率gC=r(t)-ρ因此也会进行这样的往返

运动。于是,显然平衡增长路径是不存在的。
本文仍然需要考察一类特殊而又典型、便于分析的路径。在这里消费增长

率随着资本积累进行往返运动,其中最特殊的就是周期运动。而且,幸运的是,
在合适的参数条件下,本文模型有一个简洁的周期增长路径。

定义1(周期增长路径) 在上述模型中,周期增长路径(CGP)指{C(t),

K(t)}满足方程(27)和(28),且消费增长率
Ċ(t)
C(t)是关于时间t的周期函数。

一个周期增长路径一定是一个市场均衡。因为
Ċ
C

是关于时间的周期函数

时,则K̇
K

也是关于时间的周期函数,进而
C(t)
K(t)

也是周期函数,从而可以满足横
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截条件(28),从而是市场均衡路径。

(三)
 

均衡性质

为了更好地了解市场均衡的性质,不妨从某一次技术周期的起点即某个tn

出发进行分析。假设此时(对于单个企业)资本的边际净产出①αB1-βL1-α-δ
大于家庭效用的贴现率ρ,这使得家庭有意愿积累资本。如果此后不考虑技术

革命的发生,式(27)决定经济系统表现为新古典增长的拉姆齐模型,存在一个

稳态和收敛到稳态的鞍轨路径。稳态时有Ċ=0,根据式(27),稳态时的资本存

量为

Ksteady=
α

δ+ρ  
1
1-β
KnBL

1-α
1-β (30)

  因此,如果不考虑技术革命的发生,根据拉姆齐模型,经济的相图如图2
所示。

图2 不考虑技术革命的相图

另一方面,下一次技术革命发生的条件是,资本存量需从现有的 Kn 积累

到Kn+1=ξKn。给定其他参数,参数ξ决定了一次技术革命需要积累的资本的

数量。由式(30)可知,当ξ<ξ2=
α

δ+ρ  
1
1-β

BL
1-α
1-β时,即使经济按照新古典模型

收敛到稳态的路径运行,也必然会实现下一次技术革命。反过来,如果消费水

平过高,那么经济将很快运行到负增长的路径,技术革命则终将不会发生②。
如果一次技术周期内包含稳态资本存量,即ξ≥ξ2 时,就存在着这样一种

市场均衡,使得经济在收敛到稳态的路径上运行。这样的路径当然符合无庞氏

①

②

对于单个企业来说,资本的边际净产出为

∂(yj-δkj)
∂kj

=r=α B
Kn

K  1-β
L1-α -δ

上式由方程(7)和(30)得。在技术革命的起点,K=Kn。

对于每一个可能实现技术革命的路径(资本水平能够积累到 Kn+1),这些路径的时间长度都是

有限的,因此此时下一次技术革命发生的时间tn+1 存在一个上界。
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条件和横截条件,因此构成一个市场均衡。在这样的参数条件下,如果要实现

技术革命,必须走在“过度积累”的路径上,如图3所示。不过,过度积累的路径

不会在市场均衡中实现,本文接下来立足经济学直觉,从家庭终身收入的角度

出发进行简洁分析。严格的数学证明在后面给出。

图3 需要过度积累的参数条件

在市场均衡中,下一次技术革命是否发生取决于物质资本的积累能否达到

下一次的技术革命所需的水平Kn+1,而积累取决于消费、消费取决于预期的终

身收入,预期的终身收入的高低则取决于预期之中技术是否革命。如果家庭预

期到未来会发生技术革命,那么技术革命对应的终身收入就更高,于是当期消

费更高,积累更低,技术革命就更难发生。反过来,如果家庭预期到未来不发生

技术革命,不技术革命对应的终身收入更低,当期消费更低,积累更高,技术革

命更容易发生。

如果预期技术革命会发生时,家庭在此预期之下的行为反过来会导致技术

革命发生,它就构成周期增长路径;如果预期技术革命不会发生时,家庭行为也

不会导致技术革命的发生,它就构成收敛到稳态的均衡。如果家庭预期技术革

命发生时其储蓄行为相应地会导致技术革命的实现,而即使家庭预期技术革命

不发生,因为其对应的积累率水平更高,此时技术革命仍然会发生,那么技术革

命发生的均衡就是唯一的均衡。反过来,如果预期技术革命不发生时家庭的储

蓄行为会导致技术革命真的不会发生,且即使家庭预期技术革命会发生,但因

为此时对应的积累率过低,仍然导致技术革命不会发生,那么技术革命不发生

的均衡就是唯一的均衡。当然,这要求不发生技术革命时所出现的稳态资本存

量Ksteady∈(Kn,ξKn],即在这一技术周期相应的资本存量范围内。如果这一

条件不满足,那么在市场均衡的前提下,技术革命一定不会不发生①。以上两种

情况出现任何一种时,市场均衡都是唯一的。这里注意到,ξ≥ξ2 时,存在一个

不革命的市场均衡。因此,这时不革命的市场均衡就是唯一的市场均衡;“过度

① 这不代表技术革命一定会发生,因为还有可能前提本身不成立,即可能没有市场均衡。
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积累”的路径不可能在市场中被实现①。

在特定的参数条件下,还有可能出现这样的情况:如果家庭预期发生技术

革命,而在此预期之下的家庭行为仍然积累不足而难以导致发生技术革命;同
时如果家庭预期不发生技术革命,而此时的家庭行为又会导致积累足够而发生

技术革命。这时,市场均衡就不存在了,预期无法被理性地实现。由于ξ≥ξ2
时市场均衡存在,因此这种参数条件一定对应1<ξ<ξ2 的某个范围。

实际上,总结上述分析,可以严格证明下述定理。

定理1 设
 

αB1-βL1-α>δ+ρ②,存在参数1<ξ1<ξ2=
α

δ+ρ  
1
1-β

BL
1-α
1-β

使得

(a)
 

若ξ∈(1,ξ1],经济存在唯一市场均衡,且均衡是不断进行技术革命的

周期增长路径。

(b)
 

若ξ∈(ξ1,ξ2),经济不存在市场均衡。

(c)
 

若ξ∈[ξ2,+∞),经济等同于拉姆齐模型,即存在唯一市场均衡,且均

衡路径不进行任何技术革命,收敛到稳态,即lim
t→∞

K(t)=Ksteady。

且
∂ξ1
∂logB>0

,∂ξ1
∂logL>0

。

证明见附录。

根据定理1(a),当ξ∈(1,ξ1]时,经济均衡是周期增长路径,因此
C(t)
K(t)

是关

于时间的周期函数,任意两次技术革命发生时的消费资本比是相等的,如图4
所示。

当ξ∈(ξ1,ξ2)时,经济不存在均衡,也就不存在周期增长路径。根据定理1

(b)的证明,如图5所示,如果经济能够跨越本次技术革命,那么
C(tn+1)
K(tn+1)

<

C(tn)
K(tn)

,从而消费资本比不断降低,最终会违反横截性条件,家庭终身消费低于

终身收入,从而不是家庭最大化效用的结果。而如果经济不能够跨越本次技术

革命,那么在本次技术周期内,家庭的消费持续增长而资本持续下降,最终将违

反无庞氏条件,家庭终身消费高于终身收入。在这种情况下,任何一个由一阶

条件和角点条件得到的可能的路径都意味着家庭的终身消费不等于终身收入,

①

②

在世代交叠模型(OLG)中,经济有时会产生过度积累。将世代交叠模型和本文的模型结合起来

研究过度积累的技术革命路径能否在市场均衡中实现,可作为未来的一个研究方向。
经济学含义是在技术革命的起点,家庭有动力积累资本。
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图4 周期解

图5 均衡不存在

都不是家庭效用最大化的结果。实际上,这就是市场均衡不存在的表现。
现对定理1的经济含义进行进一步分析。设技术革命发生时,周期增长路

径的周期长度为T=tn+1-tn。注意到未来的平均租金率

1
T∫

tn+1

tn

(r(t)+δ)dt=
1
T∫

tn+1

tn
αB

Kn

K(t)  
1-β

L1-αdt

在其他参数不变时,ξ越大,Kn

K(t)∈
1
ξ
,1 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 的平均值就越小,未来的平均租金率

就越小,积累资本的边际收益就越小。因此,ξ越大,积累资本的边际收益越小,
家庭就越没有储蓄的意愿。当储蓄意愿低到一个程度时,技术革命就不会发

生了。
从实际经济意义出发,Kn 由(K0,ξ)决定,是由技术革命客观上所需要的

技术积累确定的。α是生产函数中资本的份额,γ=β
-α
1-α

是技术进步中的连续

成分,δ是资本折旧率。而ξ1 和ξ2=
α

δ+ρ  
1
1-β

BL
1-α
1-β却涉及(ρ,B,L)这三个并

不是由技术条件决定的参数。当ξ1>ξ时,市场均衡是实现技术革命的均衡。
因此,在(K0,ξ)不变的情况下,ξ1 和ξ2 越大,越有可能能够实现技术革命。根
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据定理1,ξ2 关于ρ单调递减,ξ1,ξ2 关于B,L 单调递增。

参数ρ代表了经济中家庭的储蓄意愿,家庭对未来的消费评价越高,效用

的贴现率ρ就越小。这一参数往往由社会文化确定,其他参数不变时,ρ越大,

储蓄意愿越弱,越有可能达到收敛到稳态的均衡而不是技术革命的均衡。

参数L 代表了经济的规模。在内生经济增长中,经济规模越大,技术创新

的动力就越强,相同的劳动生产率水平下,资本存量的规模越大,技术革命的上

限ξ1 就越大,越有可能引起技术革命的质变。

参数B 代表了经济效率。在这里,技术转化的效率、资源配置的效率、市场运

行的效率等因素都会影响到B。而B 足够大时,才能有技术革命的均衡发生。

考虑具有不同参数的经济体,如不同国家。即使大家面临着同样的ξ,但因

为其他参数的不同面对不同的ξ1 和ξ2,从而产生不同的经济增长的图景。对

于ξ1<ξ较小的国家,他们处于不断进行技术革命、尽管波动但长期不断增长

的均衡。对于ξ1 较大的国家,均衡中没有技术革命发生,即无法通过市场自身

的力量实现技术革命,可能需要政策的介入。当然,除了在给定的参数条件下

进行政策引导以外,对经济效率和市场规模本身的培育也至关重要。提高市场

运行的效率、降低交易成本、促进人口增长和人口质量的提高等政策,都能对

B、L 起到促进作用,从而促进技术革命在市场条件下发生。

一个特殊的情况是,假设某个国家的市场效率即B 不够大,从而ξ1 和ξ2
不够大,使得ξ落在了ξ1 和ξ2 之间。然而,当ξ∈(ξ1,ξ2)时,经济是不存在市

场均衡的。这时,我们推测市场本身就要发生严重的不均衡和动荡,这些动荡

往往会导致生产力的破坏和市场效率的进一步恶化,从而进一步降低B。直到

ξ2 进一步缩小,以至于ξ≥ξ2 时,经济的均衡变为不进行技术革命的、收敛到某

个稳态水平的均衡。那么,这些经济体就终于恢复了“稳定”,但是是增长停滞

的一个“稳定”。反之,如果在这一过程中政府能够通过政策工具引导人们的预

期和投资行为,那这种不存在均衡的情况就不会发生。

(四)
 

周期性波动

定理1说明,在合适的参数条件下,经济的均衡增长路径既包含周期性波

动,又表现出长期增长。这也是本文最感兴趣的均衡解,下面着重分析这一市

场均衡即周期增长路径(CGP)的特点。

1.
 

技术革命之间,即t∈(tn,tn+1)

在本模型中,在两次技术革命的间歇期,系统运动方程由式(27)给出。随

着资本的不断积累,资本的边际收益(包括资本引起的知识外溢)递减,从而消

费增长率不断下降。这类似于拉姆齐模型的运动方程,仅相差一个连续外溢系
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数γ。特别的,如果没有连续外溢的部分,那么技术是恒定的,劳动生产率的提

高仅仅是因为资本的积累而非技术的进步。因此,在技术革命的间歇期,经济

按照相似于新古典模式的逻辑运行。

无论是在拉姆齐模型中,还是在本模型中,消费都是资本存量的一个政策

函数,当期消费取决于当期资本存量。本文利用政策函数,记收敛到稳态的新

古典路径(也就是俗称的“鞍轨路径”)为(CSaddle(KSaddle(t)),KSaddle(t)),周期增长

路径为(CCGP(KCGP(t)),KCGP(t))。依据式(28),可以看出各经济变量在技术

周期内的波动特点,可概括为如下定理。

定理2 在周期t∈(tn,tn+1)内,消费增长率逐渐下降;消费资本比
C
K

先下

降后上升,使得
C(tn)
K(tn)

=
C(tn+1)
K(tn+1)

。对于每个资本水平 K,CGP路径上的消费

水平都高于收敛到稳态的新古典路径的消费CCGP(K)>CSaddle(K)。当连续外

溢部分γ=β
-α
1-α=0

时,储蓄率s=
Y-C
Y

在周期内下降。

证明请见附录。

上述定理的含义是直观的。首先,由于效率B 是常数,资本积累导致资本

的边际产出不断降低,利息率r=α
BKn

K  
1-β

L1-α-δ逐渐下降,于是消费增长

率不断下降。

再者,在连续外溢部分为0时①,可以证明储蓄率在周期内呈现下降态势。

这是因为消费更多取决于终身收入,其相对于瞬时收入较为平滑。而瞬时收入

随技术周期发生较大的波动,在技术革命发生后,瞬时收入处于较高位置;在技

术革命发生前夕,瞬时收入处于较低位置。因此,储蓄率也就是当期储蓄占当

期产出的比重,因消费的平滑和产出的显著波动而产生较大幅度的波动。需要

注意的是,这种储蓄行为并非最优的,因为家庭在进行储蓄决策时把技术革命

的时间当成既定的,并没有考虑其储蓄多少会影响到后续技术革命的时间,这

一点在后文和最优增长路径的对比中将变得更加清晰。

消费—资本比
C
K

呈现出周期运动的形态,在周期内先下降后上升。这与新

古典模式不同,新古典模式的消费资本比持续上升直到稳态。一个特别的情况

是连续外溢部分为零,即γ=0的情况,此时全要素生产率(BKn)1-α 是一个常

① 也可以理解为企业个别资本的边际产出等于社会总资本对当期产出的连续的边际产出,即在周

期内市场具有较高的效率时。
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数。那么,市场的运动模式和新古典的运动模式相同,有r=α B
Kn

K  
1-α

-δ,

即利息率等于资本的净边际产出,而消费和资本遵循新古典的运动方程

gC =r-ρ, K̇ =Y-δK -C
  最后,周期行为与新古典模式不同的地方在于,若不发生技术革命,新古典

增长路径(CSaddle(KSaddle(t)),KSaddle(t))收敛于稳态(Csteady,Ksteady);而周期增长

路径的消费大于新古典增长路径的消费,即CCGP(K(t))>CSaddle(K(t))。这是

因为对于家庭来说,消费取决于预期的终身收入,而技术革命发生的路径上,终
身收入更多,因此消费就更多。

2.
 

跨越技术革命

当技术革命发生时,即tn 处,经济从原技术周期跨越至新的技术周期。由

角点条件可以分析各个经济变量此时的特点。

首先,由式(21)可知,总消费在此处得到平滑,即

C(t+
n)=C(t-

n)

而由式(24)可知,产出则因生产率的突变而提高,由生产函数有

Y+

Y- =
K1-β

n

K1-β
n-1

=ξ1-β

消费连续意味着产出突变提高的部分全部变成了投资,即

I+-I-=Y+-Y-

并且投资的突变程度高于产出的突变程度,即

I+-I-

I- =
Y+-Y-

I- >
Y+-Y-

Y- =ξ1-β -1

同时,储蓄率也向上突变,

s+

s- =
I+/Y+

I-/Y- >1

  这些结果的现实含义可以理解为对应着重大技术革命发生后的经济在一段

时间暴发出的相对繁荣。在关键技术取得突破后,全要素生产率短期大幅提高,

这种生产效率的提高提升了资本的边际报酬,导致资本积累加速,即I+>I-,而
消费在技术革命前后是连续的,意味着消费的繁荣相对平缓,滞后于资本的快

速积累。同时,投资的迅速增加也带动产出显著提升,整个经济表现出繁荣

景象。

(五)
 

长期增长

在CGP上,尽管经济是波动的,总产出在平均意义上仍然可以表现出长期

增长。因此,当ξ∈(1,ξ1]时,长期增长率G 就是一个周期的平均增长率,考虑
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周期t∈(tn,tn+1),即

G=
logξ
T =

1
T∫

tn+1

tn

(αB
Kn

K(t)  
1-β

L1-α -δ-ρ)dt (31)

其中,ξ是整个周期的增长幅度,T=tn+1-tn 是周期长度。上式第二个等号的

来源是,在CGP上,经济的平均增长率比和消费的平均增长率相等,上式最后

一项即为消费的平均增长率。

式(31)中,技术 资本比
Kn

K(t)∈ ξ-1,1  。注意到 Kn=K0ξn。因此,K0

不变的情况下,ξ越大,1
T∫

tn+1

tn

Kn

K(t)  
1-β

dt越小。反过来,如果K0ξ不变,1≤

Knξ
K(t)≤ξ

,ξ越大,1
T∫

tn+1

tn

Kn

K(t)  
1-β

dt越大。在其他参数(α,β,B,L,ρ,δ)不变

时,1
T∫

tn+1

tn

Kn

K(t)  
1-β

dt越大,长期增长率G 越大。特别地,如果(K0,ξ)使得

1
T∫

tn+1

tn

Kn

K(t)  
1-β

dt不变、ξ增大,那么长期增长率G 不变,而增长幅度ξ变大,

于是周期长度T=
logξ
G

增大。

在实际经济中,若(K0,ξ,α,β,δ)给定,则不同经济体间的区别在于参数

(B,L,ρ)。这时,长期增长率G 关于经济效率B 和规模L 单调递增,说明效率

越高,经济的长期增长率就越高;经济规模越大,研发的溢出效应就越强,长期

增长率越高。同时,长期增长率G 关于效用贴现率ρ 单调递减。并且,因为ξ
不变,G 越大,T 就越小,即周期的长度随着长期增长率增加而减小。

仅就CGP路径而言,本模型的长期平均增长性质和Romer(1986)模型的

性质非常接近。但本模型中的经济增长还伴随着周期性波动。另外一个重要

的不同在于“是否能实现长期增长”,这同样由效率和经济规模导出。结合定

理1可知,只有效率和经济规模足够大,经济才能维持长期增长,否则经济就会

收敛到稳态,甚至出现不存在均衡的情况。其中,当ξ≥ξ2 时,均衡是收敛到稳

态的拉姆齐增长路径,长期增长率

G=lim
t→+∞

logY(t)-logY(0)
t =0

即收敛到0①。

① 进一步分析可知,这里表现出一个有趣的“相变”过程。经济的长期增长率在B 足够大时是严

格正的,随着B 的减小而减小;在B 下降到低于某个值B—>0后,经济的长期增长率突然变为0。在这中

间,有许多长期增长率的值是无法被取到的。
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四、
 

最优路径与市场失灵

探讨了市场均衡的性质之后,本节研究最优解的性质,并分析市场均衡和

最优增长路径之间的区别与联系。

(一)
 

中央计划者问题

在市场经济中,每个家庭的决策都对其他家庭有外部性,除了知识外溢的

连续部分类似Romer(1986),家庭的资本存量水平会改变社会当期的技术水平

外(即这里的连续性技术进步),这里家庭的资本存量还会影响到下一次技术革

命时间的早晚。后一种外部性在每个技术周期的内部都无法体现,只有在技术

革命的时候才会表现出来。为了分析市场均衡的福利性质,需求解社会最优路

径,即中央计划者问题。

不同于市场均衡,中央计划者不再视技术革命的时间为既定的,而是可以

通过改变资本存量进行调整的,因此是内生的。中央计划者直接将产出在消费

和投资中进行分割,最优化问题为

V(K0,t0)=max
C(t)

 ∫
+∞

t0
e-ρtlogC(t)dt

s.t.
 

K̇(t)=K(t)β(BKn)1-βL1-α -δK(t)-C(t), 

     K ∈ [Kn,Kn+1)

  K(t0)=K0 (32)

其中,Y=Kβ(BKn)1-βL1-α 是总产出。注意上式和市场均衡中家庭面临的问

题(14)类似,仍然是一个不连续路径下的优化问题。但现在的约束条件和家庭

面临的约束条件(12)相比较,连续区间的表述由t∈[tn,tn+1)变成了K∈[Kn,

Kn+1),因为现在tn 是可变的。

用类似上一节的技术,先解中央计划者问题在角点处的行为。设第n 次技

术革命前的效用为

W(K0,t0;K(tn),tn)=max
c(t)

 ∫
tn

t0
e-ρtlogC(t)dt

s.t.
 

K̇(t)=K(t)β(BKn)1-βL1-α -δK(t)-C(t), 

     K ∈ [Kn,Kn+1)

  K(t0)=K0

  K(tn)=Kn (33)

  则计划者在考虑第n 次技术革命发生前后的安排时,面临如下问题:
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V(K0,t0)= max
tn,K(tn)

W(K0,t0;K(tn),tn)+V(K(tn),tn)

s.t.
 

K(tn)=Kn (34)

  这里和市场解中家庭问题(18)相比,tn 不再是外生的,而这里受到约束的

是第n 次技术革命发生时的社会总资本存量K(tn)=Kn。上述问题的一阶条

件为

∂
∂tn

W(K0,t0;K(tn),tn)+
∂
∂tn

V(K(tn),tn)=0 (35)

  写成拉格朗日函数后,
 =W(K0,t0;K(tn),tn)+V(K(tn),tn)+θ(K(tn)-Kn)

其中θ是角点约束的影子价格,根据包络定理,这一影子价格反映了积累资本

对技术革命的促进作用。可以得到计划者在角点附近关于积累资本的一阶

条件

∂
∂K(tn)

W(K0,t0;K(tn),tn)+
∂

∂K(tn)
V(K(tn),tn)+θ=0 (36)

  本文称式(35)为中央计划者问题(最优路径)的角点条件。最优路径和市

场均衡的角点决策有关键性区别。最优路径上,技术革命何时到来由积累决策

决定;而在市场均衡中,技术革命何时到来是外生于每个家庭的,由整个经济的

均衡状态决定。在市场均衡中,家庭积累资本的收益仅仅考虑资产数量变化改

变未来收入而影响未来的消费;而在最优路径中,积累资本不仅考虑这一方面,
还要考虑到资本增加可以促进技术革命更早的到来①。因此,尽管两种情况下,

投资的边际成本都是抑制当前消费,但由于最优路径中投资的边际收益更高,
所以更有动力进行储蓄和积累。

式(35)说明,最优路径需要仔细权衡技术革命到来的时间,即让技术革命

早一点或晚一点到来的边际收益和边际成本相等。技术革命早一点到来(即tn

减小一点),会增加技术革命后的效用,减小技术革命前的效用。因此,提前技

术革命时间的边际收益和边际成本为

MRplanertn =
∂

∂(-tn)
V(K(tn),tn),MCplanertn =-

∂
∂(-tn)

W(K0,t0;K(tn),tn)

边际收益和边际成本相等即构成了式(35)中的角点条件。
在每一个技术周期内,即t∈(tn,tn+1),中央计划者问题为传统的连续时间

优化问题,利用其一阶条件,可以将角点条件(35)化简为

logC(t-
n)+

Y(t-
n)-δK(tn)
C(t-

n)
=logC(t+

n)+
Y(t+

n)-δK(tn)
C(t+

n)
(37)

① 这一收益由技术革命(即角点约束)的影子价格θ给出,并表现为计划者积累资本的一阶条件(36)。
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并得到欧拉方程

Ċ
C =βB

Kn

K  
1-β

L1-α -δ-ρ, ∀t∈ (tn,tn+1) (38)

与横截条件

lim
t→+∞
e-ρtK(t)

C(t)=0
(39)

  由于技术外溢(连续外溢部分)的存在,一个技术周期内最优解的欧拉方程

(38)和市场解(27)也略有区别。最优解若收敛到稳态,其稳态资本存量为

Ksteady
planer= β

δ+ρ  
1
1-β
KnBL

1-α
1-β

和市场解也略有区别。

(二)
 

市场的短期有效和跨期无效

由最优化问题(34)中的初始条件和资本积累方程、欧拉方程(38)、角点条

件(37)和横截条件(39)可得,最优路径的方程为

Ċ
C =β

KnB
K  

1-β

L1-α -δ-ρ,

K̇ =Kβ(KnB)1-βL1-α -δK -C

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁  K ∈ [Kn,Kn+1) (40)

logC(t)+
Y(t)-δK(t)

C(t)
, K(t)关于时间连续 (41)

K(t0)=K0, lim
t→+∞
e-ρtK(t)

C(t)=0
(42)

  以上和市场解(27)(28)相比,有两个重要区别:
(a)

 

由于社会总资本对技术有连续的外溢,因此市场均衡中的利息率不大

于最优解下社会总资本的边际净产品,即

r=α
KnB
K  

1-β

L1-α -δ≤β
KnB
K  

1-β

L1-α -δ

  当连续外溢部分γ=β
-α
1-α=0

,即β=α时,二者相等。

(b)
 

角点条件不同,在技术革命时市场解中消费连续,而最优解中变量

logC(t)+
Y(t)-δK(t)

C(t)
是连续的,因而消费不连续。

在市场均衡中,家庭在技术周期内的资本积累都对技术革命的发生有外部

性,下面进一步考察这一外部性带来的影响。在考虑技术革命前后的决策时,

回顾式(17),家庭积累资本的边际收益为
∂
∂kn

v(kn)。而由式(36),计划者积累
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资本的边际收益①为
∂

∂K(tn)
V(K(tn),tn)+θ。其中,v(·)、V(·)分别为当次

技术革命发生以后的效用,而θ项是积累资本对技术革命产生的边际效用。可

见计划者积累技术的边际收益包括更多,更有动机在技术革命前积累更多资

本,以促进技术革命的来临。于是,技术革命的外部性就体现在两者不同的角

点条件上。考察最优解在角点前后的消费,由式(37)可得,在最优解中②,

C(t+
n)>C(t-

n) (43)

即消费发生突变性增加。这说明最优路径将消费的增加压缩在较短的时间内,

也就是将突变前的消费抑制在一个较低的水平,这当然是为了在突变前积累更

多资本,以促进技术革命的来临。进而有以下命题。

命题1 若市场均衡存在。对于相同的资本存量K(t),市场均衡的消费量

总是大于最优的消费量。

证明见附录。

上述命题表明,市场均衡的过度消费导致了其资本积累低于最优资本积

累,长期增长率低于最优增长率。这就是市场的长期无效率,或者说跨技术周

期的无效率。

因为社会总资本对技术连续变化的外溢在Romer(1986)中已经有详细的

讨论,这里集中探讨知识外溢对技术革命的影响,为此令γ=0。这时,无论是市

场均衡还是计划解,在一个技术周期内的某一点附近,产品的跨期替代率都是

资本的边际净产出 MPK=
∂
∂K
(Y-δK)。消费在这一点的跨期行为为欧拉

方程

Ċ
C =MPK-ρ

此时,在技术周期内部的每个时间点上,市场和计划都具有相同的一阶条件,即

资本边际产出导出的欧拉方程。因此,市场均衡在技术周期内的每个瞬间都是

有效的;但仍然有长期无效的性质。

在最优路径上,由于消费会在技术革命附近向上突变,经济的长期增长率

Gop 不能简单地用消费在技术周期内的连续部分的平均增长率来替代。实

际上,

logξ=log
C(t+

n)
C(t+

n-1)
=log

C(t+
n)

C(t-
n)

+∫
tn

tn-1

MPK(t)-ρdt

①

②

这在量上不同于计划者提前技术革命时的边际收益。
推导见附录A。
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  经过简单的推导,可以进行估计,将长期增长率限制在一个区间内,

1
ξ1-β

B1-βL1-α -δ-ρ≤Gop≤B1-βL1-α -δ-ρ

且可以发现长期增长率所在的区间关于B、L 单调递增,关于ρ单调递减①。

(三)
 

赶工效应

最优解相比于市场均衡,不仅是整体储蓄水平不同,而且经济波动的形态

也有不同。

命题2 若α=β,ξ≤ξ1,在技术周期内部,市场均衡的储蓄率单调递减,最

优解的储蓄率水平先减后增或持续增大。技术革命前后,市场均衡的储蓄率水

平向上突变,最优解的储蓄率水平向下突变。

证明见附录。

如图6所示,在一个技术周期的末端,市场均衡倾向于平滑消费。由于产

出和家庭收入是突变增加的,储蓄率会在技术革命发生后突变提高,技术革命

的收益几乎全部用于储蓄;相应地,这意味着在技术革命前夕,储蓄率可能很

低。新增的储蓄完全是因为技术革命发生后家庭收入的提高,本文将此称为技

术革命的事后“红利效应”。

图6 储蓄率对比(γ=0的情况下)

然而,在计划解中,储蓄率会在技术革命发生后突变降低。相比于市场均

衡,计划解在整个路径都具有更高的储蓄率。因此这意味着技术革命前夕,计
划解的储蓄率可能非常高,并且刚刚经历了一段时间的上涨;在较短的时间内,

消费是被抑制的,资源被集中用于投资以突破技术革命。

这是因为中央计划者考虑到技术革命即将来临,加快积累资本对技术革命

① 特别地,关于相变现象,计划解和市场解不同的是,随着B 的变化,市场解的正的长期增长率有

一个的正的下限G—,即G≥G—>0;而计划解的长期增长率则可以在[0,+∞)之间连续的取到。
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的来临有很大促进。如果积累资本的时间过早,那么消费过早被抑制,资本的

边际产出也会过快下降,不利于整个社会福利。而且今天的消费比明天的消费

在效用函数中更重要,因此,最优路径要求在技术革命前夕加快积累脚步。本

文将这种机制称作事前的“赶工效应”。通俗地讲,这正如学生会在考试前几天

进行突击复习,而不是将复习时间平均安排在平时一样。这与市场解中只有

“红利效应”,没有“赶工效应”形成了鲜明对比。

(四)
 

市场失灵:
 

技术革命“应有却无”

最优解的性质的逻辑在于,如果技术革命有好处,那么就积累到技术革命;

如果技术革命没有好处,那么就不进行技术革命。特别地,如果稳态不在技术

周期内,即 Ksteady
planer>ξK0,那么最优解一定会进行技术革命。进而可证明以下

定理。

定理3 设αB1-βL1-α>δ+ρ。对于中央计划者问题,存在参数ξ3,使得

1
δ  

1
1-β

BL
1-α
1-β>ξ3>ξ2=

α
δ+ρ  

1
1-β

BL
1-α
1-β,且

(a)
 

若ξ∈(1,ξ3],最优解是不断进行技术革命的周期增长路径;

(b)
 

若ξ∈(ξ3,+∞),最优解不进行技术革命且资本收敛到稳态Ksteady
planer。

证明见附录。

结合定理1和定理3,这里可以注意到如下事实,如图7所示。

图7 最优解和市场均衡的对比

(a)
 

若ξ>ξ3,市场均衡存在,计划解和市场均衡都不进行技术革命。这时,

模型的结果实际上等价为含知识外溢但不足以维持长期增长的拉姆齐模型。

如果知识的连续外溢部分为0,那么计划解和市场解完全相同,市场均衡对技术

革命和经济周期的影响不会体现出来———经济实际上总在一个技术周期内

运行。
(b)

 

若ξ≤ξ1,那么市场均衡存在,且不断进行技术革命。计划解也不断进

行技术革命。关于这种情况下市场均衡与最优解的区别,稍后进行详细论述。
(c)

 

若ξ1<ξ<ξ3,那么最优路径上将进行技术革命。但此时市场均衡不进

行技术革命,这是市场失灵的表现。其中,若ξ∈[ξ2,ξ3],市场会选择一个收敛
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到稳态的均衡;若ξ∈(ξ1,ξ2),市场均衡不存在。

可见,市场失灵并不仅是简单的市场积累不足和增长率低于最优的问题。

市场失灵的核心问题在于,在最优解发生技术革命的情况下,市场均衡却往往

不能发生技术革命,即技术革命表征为“应有却无”。在这种情况下,尽管经济

应该继续向前发展、发生技术革命,从而突破原有生产力水平的桎梏;但是由于

市场中各个主体不能将技术革命的时间内生决策,且缺乏一个有为政府的集中

领导,分散化的市场均衡最终只能陷于发展停滞的陷阱。

那么,想要校正市场失灵,政府就必须作为一个积极的行动主体,将技术革

命发生的时间作为内生变量进行决策,围绕技术革命的发生采取种种措施。这

至少涉及预期政策和激励政策两个方面的内容,首先,因为市场均衡体现了相

关主体预期的自我实现,这表明市场对长期经济发展的信心不足。这时,政策

的长期规划目标需要给市场建立长期增长的均衡的信心,让市场相信能够在合

适的时间跨越技术周期。再者,此时仅靠规划目标和市场预期可能还不足以做

到技术革命,还需要有切实的激励政策手段,如对积累或技术进行补贴等来实

现目标①。

五、
 

小结

本文建立了一个将技术革命纳入内生增长的基本框架。本文模型中,社会

总资本存量通过知识溢出,决定技术进步,技术进步分为连续和突变两个部分,

后者用于描述技术革命,决定了经济发展的阶段性。在一个技术周期内部,技
术进步只由连续的技术进步决定,因此市场均衡中家庭积累资本的边际收益和

最优路径上积累资本的边际收益仅相差连续外溢的部分;特别地,如果连续的

外溢部分为0,那么家庭决策的一阶条件是最优的。然而,对于家庭来说,技术

革命的来临是全社会决策的结果,外生于单个家庭的决策。因此,在技术革命

发生前后,家庭决策只考虑技术革命后收入大幅提高的“红利效应”;而不能考

虑到为了促进技术革命来临,需要提前增加储蓄和投资的“赶工效应”。这导致

家庭的角点条件不是最优的,从而造成市场在长期无效率。

对于典型的技术革命间歇式发生的市场均衡路径,即文中ξ1≥ξ 时,家庭

① 这在一定程度上可以解释中等收入陷阱。对于发展中国家来说,技术革命以及其带来的长期增

长必然是最优的决策。但是,如果没有一个有为政府采取恰当的手段,而是放任市场自行运转,那么市场

会选择走向收敛的均衡,表现为新古典增长的范式。拉美国家受新自由主义的影响而选择极度削弱政

府,最终就只能放任市场的失灵,使经济陷入停滞状态。只有政府作为主体积极推动技术革命,推动产业

升级、结构转型和培育创新能力,最终实现经济增长模式的转变、参与到技术革命的浪潮中,才能从中等

收入陷阱中脱离。
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的储蓄水平在每个发展阶段都低于社会最优储蓄水平。市场均衡仅具有技术

革命的事后“红利效应”,不具有最优解中的事前“赶工效应”,储蓄水平在技术

周期内部单调下降。这不同于最优解中的储蓄水平先降低后提高,并在技术革

命即将来临之时集中资源促进技术革命来临。更严重的市场失灵在于ξ1<ξ<

ξ3 时,此时市场不存在发生技术革命的均衡。如果存在稳态均衡,市场会选择

停留在稳态均衡,而最优解是不断进行技术革命;如果不存在稳态均衡,市场均

衡不复存在。

本文的研究表明,在纳入技术革命时,市场失灵的后果相对于现有内生增

长模型更为严重,不仅会影响到渐进式技术进步,更重要的是影响到技术革命

的发生与否和发生时间的分布;而从长期增长的动力来看,技术革命的发生相

对于渐进式技术进步更为本质和重要。市场失灵不仅可能造成长期增长速度

的减慢,也可能造成长期增长难以发生。

因此,本文的结论有重要的政策含义。当前,人类正处于以数字技术和人

工智能为代表的新技术革命的关键时期,通过发展新质生产力推动高质量发展

是中国实现中长期发展目标的关键。中国作为一个经济大国,历史上多次与重

大技术革命擦肩而过,现在第一次得以深度参与和引领新技术革命,并以加快

发展新质生产力为政策主旨来推动技术革命的浪潮。而技术革命与产业革命

恰恰又是由全社会各个参与主体共同努力而完成的,对于任何一个市场决策者

来说,技术革命的时间是外生的。因此,自发形成的市场均衡存在失灵。

本文的研究表明,政策应该将重大技术革命的发生时间纳入考量,主动推

动新质生产力的加快发展,加强科技创新,使原创性、颠覆性科技创新成果涌现

并落地到产业革命当中去。从具体的政策措施来讲,基础研究和基础研究成果

向应用的转化、传统产业的改造、新兴产业的发展以及未来产业的建设,都是重

大技术革命的关键环节。对于这些环节,政府应鼓励基础研发,完善现代化产

业体系,协调科技创新与产业链各个环节的良性协同发展,必要时予以税收优

惠或补贴扶持,通过各种措施培育发展新质生产力。同时,政策应该重视确立

明确的长期发展目标,引导市场形成正确的预期,努力让市场均衡确定在技术

革命能够发生,发生时间接近社会最优的路径附近,引导市场主体适应技术革

命周期,积极参与“赶工效应”的投资积累。当然,政府在技术革命过程中的主

要作用在于集中领导、协调社会的各参与方,高效推进技术革命的实现;而技术

革命过程中的创新活动是由社会的各参与方本身形成的,政府也应为各个参与

方提供一个良好的创新的政策环境,控制政策的合理限度以保证政策不受寻租

等问题的干扰而影响效果,促进各个产业的协同配套发展而不是局限在某一产

业中。
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本文的研究还存在一些明显的不足之处。本文仅考虑了确定性的技术革

命的情况,没有考虑随机性和更加丰富的转移动态。本文在理论层面上重点关

注了技术进步带来的宏观作用,因此没有引入传统宏观经济解释经济周期时采

用的金融摩擦、货币政策和财政政策等因素。现实经济中这些都会影响经济周

期的波动范围与持续时间,未来需要在更为复杂的经济环境中,进一步分析技

术进步产生的宏观作用。本文仅对技术革命作了理论分析,没有进行严格的经

验研究。未来可以进一步运用时间序列的谱分析技术,分析关键宏观变量,如

工作时间、失业率和产能利用率,识别出中国宏观经济周期性的典型事实,比照

当时的技术特性进行分析,有利于提高出台产业政策、创新政策和宏观政策的

科学性。这些不足之处可以作为未来进一步的研究方向。

附录A 部分最优化条件推导

1.
 

有限时间内的 HJB方程和一阶条件

  由最大化原理,

w k0,t0;k,t  ≥w k0,t0;k',t'  +∫
t

t'
e-ρtlogct  dt, ∀t'<t,∀ct  

因此

0≥∫
t

t'
e-ρtlogct  dt- w k0,t0;k,t  -w k0,t0;k',t'    

求极限,可以得到HJB方程

0=max
c
{e-ρtlogc- rk+wL-c  ∂∂kw k0,t0;k,t  -

∂
∂tw k0,t0;k,t  }

和相应的一阶条件

∂
∂kw k0,t0;k,t  =-

e-ρt

ct  

2.
 

家庭在连续区间的条件推导

家庭在连续区间内的HJB方程为

0=max
c
{e-ρtlogc+ rk+wL-c  ∂∂kvk,t  +

∂
∂tvk,t  }, t∈ tn,tn+1  

其一阶条件为

∂
∂kvk,t  =

e-ρt

ct  
, r∂∂kvk,t  +̇kt  ∂

2

∂k2
vk,t  +

∂2

∂t∂kvk,t  =0

进而可以得出增长理论中常见的欧拉方程,即式(20)

ċt  
ct  =rt  -ρ, ∀t∈ tn,tn+1  
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利用上述HJB方程一阶条件,可得出在角点tn 两侧有

∂
∂kn

vkn,tn  =
e

-ρtn

ct+
n  

∂
∂kn

w k0,t0;kn,tn  =-
e

-ρtn

ct-
n  

因此,结合上式,角点条件式(16)意味着式(21)

ct+
n  =ct-

n  

3.
 

计划解连续区间条件推导

在计划解中,HJB方程为

0=max{e-ρtlogC+ Y-δK -C  ∂∂KV K,t  +
∂
∂tV K,t  }

可知在tn 处有

∂
∂tn

W K0,t0;K tn  ,tn  =e
-ρtn logCt-

n  +
Yt-

n  -δK tn  -Ct-
n  

Ct-
n    

∂
∂tn

V K tn  ,tn  =-e
-ρtn logCt+

n  +
Yt+

n  -δK tn  -Ct+
n  

Ct+
n    

代入式(35),可知角点条件为式(37)

logCt-
n  +

Yt-
n  -δK tn  
Ct-

n  
=logCt+

n  +
Yt+

n  -δK tn  
Ct+

n  
由HJB方程的一阶条件,我们同样可以得到每个技术周期内的欧拉方程,即
式(38)

Ċ
C =βB

Kn

K  
1-β

L1-α -δ-ρ, ∀t∈ tn,tn+1  

4.
 

式(43)的推导

由式(35)

logCt+
n  +

Yt+
n  -δK tn  
Ct+

n  
=logCt-

n  +
Yt-

n  -δK tn  
Ct-

n  

=logCt-
n  +

Yt+
n  -δK tn  
Ct-

n  
-ξ1-β-1  

Yt-
n  

Ct+
n  

<logCt-
n  +

Yt+
n  -δK tn  
Ct-

n  

而logC+
Y-δK

C
在区间C≤Y-δK 上关于C 单调递减,因为其导数

∂
∂ClogC+

Y-δK
C  =-

Y-δK -C
C2 <0
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而Ct+
n  <Yt+

n  ,Ct-
n  <Yt-

n  <Yt+
n  。因此,由单调递减,

logCt+
n  +

Yt+
n  -δK tn  
Ct+

n  
<logCt-

n  +
Yt+

n  -δK tn  
Ct-

n  
意味着

Ct+
n  >Ct-

n  

附录B 有关定理的证明

根据市场均衡的方程(28)

K̇ =Kβ BKn  1-βL1-α -δK -C

Ċ
C =α

BKn

K  
1-β

L1-α -δ-ρ

令

x=
C
K
, y=

BKn

K  
1-β

L1-α

在周期内,有

gy =ẏ
y =- 1-β  y-δ-x  (44)

gx =
ẋ
x =x- 1-α  y-ρ (45)

且在一个周期的开始,K=Kn,于是

ytn  =y0=B1-βL1-α

在周期的结束,K→Kn+1,于是

yt-
n+1  =y1= ξ-1B  1-βL1-α

  角点条件意味着xt  始终是连续的,而yt  会在周期内递减、跨周期时突

变提高。那么,从tn 到t-
n+1,xtn  =xn 是第n 次技术革命发生时的这一变量。

周期增长路径当且仅当xn+1=xn。上述系统中x 是控制变量,y 是状态变量。

用政策函数表示的话,可以将控制变量表示为状态变量(而非时间)的函数,即

x(y)。在本附录中,除个别情况仍用时间进行表示外,都使用政策函数来表示。

上述系统可用y—(δ+x)空间的相位图(见图A1)来表示,其中gy=0和

gx=0两条直线将第一象限区分为四个区间,周期增长路径意味着系统在y=

y0 和y=y1 两条水平线之间运行。如不考虑技术革命,那么收敛到稳态的路

径为xS y  。
证明定理1的步骤由如下部分组成:

1.
 

若 K̇ t  <0在某个时刻成立,那么一定违反无庞氏条件。
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图A1 x-y相图

2.
 

若KSteady∈ Kn,Kn+1  ,那么不存在周期增长路径。

3.
 

周期增长路径至多唯一。这一点需要通过两个周期的差值logxn+1-

logxn 关于初始值xn 的单调性证明。

4.
 

周期增长路径存在的充要条件;以上四个部分均可参见Liu
 

and
 

Liu
(2022)提供的证明。

5.
 

利用周期增长路径的充要条件,证明ξ越大,越不可能发生技术革命(存

在某个临界值ξ1),并证明临界值ξ1 关于B、L 单调递增。

引理1 当xt  >yt  -δ对某个t成立时,这一路径的资本存量将不断

减小,从而违反无庞氏条件。

证明:由相位图可知,此时对应于gy=0右侧的区间,即随着t→+∞,
 

y→
+∞,即K→0。由式(27)可知,利润r→+∞,显然(14)中的横截性条件将被

违反。

于是,我们可以专注于研究xt  ≤yt  -δ始终成立的那部分路径。

引理2 当ξ≥ξ2 时,周期增长路径不存在

证明:假设周期增长路径存在。一个周期增长路径应该在图中从上方向下

方运动,并从y=y0 上出发抵达y=y1,并且周期初和周期末的横轴坐标相同

(如图4中A-B曲线所示),一个周期结束进入下一个周期后又重复此路径。引

理1已经说明,这样一条路径一定在x+δ=y 线的左上方。同时,此路径一定

会经过x= 1-α  y+ρ的右下方,因为否则路径一直在gx=0左方,即x→0,

也即C→0,显然这不可能是最优路径。

当ξ≥ξ2 时,y1≤y*。上述分析说明周期增长路径一定会到达gy=0即

xt  =yt  -δ直线下方,这和引理1矛盾。这样一来,定理1(c)部分得证。

引理3 当ξ<ξ2 时,周期增长路径是至多唯一的。
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证明:我们首先证明周期增长路径的唯一性。注意到

dlogx
dlogy=ẏx

ẋy
=

x- 1-α  y-ρ
- 1-β  y-δ-x  

由微积分基本定理,由于y1<y0,

logxn+1-logxn =∫
logy1

logy0

dlogx
dlogy

dlogy=∫
logy0

logy1
-
dlogx
dlogy

dlogy

由于

∂
∂x -

dlogx
dlogy

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =
αy-δ-ρ

1-β  y-δ-x  2
>0

因此,logxn+1-logxn 随xn 增大而增大。

如果周期增长路径不存在,那么这种情况不需要证明。如果周期增长路径

存在,即此路径上有xCGP
n+1=xCGP

n ,那么任取

xn >xCGP
n , logxn+1-logxn >logxCGP

n+1 -logxCGP
n =0

对于xn<xCGP
n 同理。因此不存在第二个周期增长路径。

引理3的图像如图A2所示。

图A2 唯一性

引理4 考虑路径一个周期内的路径xM y  使得xM
n+1=y1-δ,周期增长

路径存在当且仅当xM
n+1≥xM

n 。

证明:由相图分析可知,收敛到稳定点 x*,y*  的鞍轨路径xS y  满足

xS
n+1<xS

n。而由引理1,supxn+1  =y-δ,因此由引理3的证明可知,没有一

条路径可以在xM y  的右侧。因此,任何一条路径,都必须满足xn≤xM
n 。

若xM
n >xM

n+1,那么xn≤xM
n 意味着

logxn+1-logxn ≤logxM
n+1-logxM

n <0
  不存在周期增长路径。

若xM
n ≤xM

n+1,那么由于xn+1 关于xn 是连续变化的(由微分方程关于参数

的连续性可知),而xS
n>xS

n+1,由介值定理,存在某个xCGP
n 使得xCGP

n =xCGP
n+1。

周期增长路径存在的情况和不存在的情况分别如图A3、A4所示。

引理5 若某个ξ*使得xM
n ξ*  =xM

n+1ξ*  =y1ξ*  -δ,那么∀ξ>ξ*,

对应的y1ξ  -δ=xM
n+1ξ  <xM

n ξ  ;∀ξ<ξ,对应的y1 ξ  -δ=xM
n+1 ξ  >
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图A3 存在周期增长路径的情况

图A4 不存在周期增长路径的情况

xM
n ξ  。进一步,周期增长路径存在当且仅当ξ≤ξ*。

证明:首先,xM
n+1ξ  关于ξ单调递减。

取z=x+δ-y<0,由z取代y 作为状态变量以接纳参数的变化。那么由

式(44)及(45)有

dx
dlogy=

xdlogx
dlogy =xαx- 1-α  δ-z  -ρ

1-β  z
dz=-ydlogy+dx

即
dz
dx=1- x+δ-z  

dlogy
dx =1- 1-β  z

1+
δ-z
x  

αx- 1-α  δ-z  -ρ
注意到上式第二项关于x 分子单调递减、分母单调递增,因此

∂
∂x
dz
dx  <0

  取z0=xM
n ξ*  +δ-y0ξ*  =y1ξ*  +δ-y0ξ*  ,

z1=xM
n+1ξ*  +δ-y0ξ*  =0

  由于我们作了变量代换,这里暂时(仅适用于本证明)将x 写为z 的函数。

可知xz1  -xz0  关于xz1  单调递增(在这里,改变x z1  这一末端的值,

会改变整个路径,从而影响整个路径的差额。这类似于改变初始值也会改变整

个路径的差额),且

xM z1  =xM
n+1ξ*  =xM

n ξ*  =xM z0  
是关于z的周期解。当xz1  >xM z1  时,

xz0  =xz1  - xz1  -xz0    <xz1  

  而根据相图(如图 A5所示),若ξ<ξ*,那么xM
n ξ  <x z0  <x z1  =
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xM
n+1ξ  。由存在性引理,存在周期增长路径。

反过来,若xz1  <xM z1  ,

xz0  =xz1  - xz1  -xz0    >xz1  

  而根据相图,若ξ>ξ*,那么xM
n ξ  >x z0  >x z1  =xM

n+1ξ  。由存在

性引理,不存在周期增长路径。

因此,周期增长路径存在当且仅当ξ≤ξ*。

引理5的证明的图像如图A5所示。

图A5 临界值的证明

引理 6 存 在 y-1
1 y0-δ  <ξ* <ξ2,其 中 y1 ξ  = ξ-1B  1-βL1-α,

y-1
1 y  为该函数的反函数。

证明:注意到

z0=y1ξ*  +δ-y0ξ*  <0

  可知

y1ξ*  <y0-δ

  注意到xS y0  >x*,而xM
n+1ξ*  =xM

n ξ*  ≥xS y0  。于是

y1ξ*  ≥xS y0  +δ>y*

  于是y-1
1 y0-δ  <ξ*≤y-1

1 xS y0  +δ  <ξ2。ξ*即我们要找的ξ1。于

是定理1(a)(b)得证。

引理7 ξ1 关于B、L 单调递增。

证明:B、L 变化时,y0 和y1 同时发生变化,系统的其他性质不变。即,

logy0-logy1 不变。因此,取z=
x+δ
y
<1关于时间单调递增,且在ξ1 处对应

周期路径。那么
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dlogz=dlogx+δ  -dlogy=
x

x+δdlogx-dlogy

dlogz
dlogx=1-

δ
x+δ+

1-β  δ+x  1
z -1  

x+δ  1-
1-α  
z  -δ-ρ

∂
∂x
dlogz
dlogx  =-

δ
x+δ  2

-
b1-z  δ+ρ  

1-az  x+δ  -δ-ρ  2
<0

  中间步骤类似于引理5。根据相图(类似于图A5)可知,令ξ=ξ1 B,L  ,

当(B',L')<(B,L)时(两个变量至少有一个严格更小,且另一个不更大),

ξ>ξ1 B',L'  。这意味着ξ1 B,L  >ξ1 B',L'  ,即其对这两个参数严格单调

递增。

引理2,引理3~6,引理7分别证明了定理1(c),1(a)(b),和ξ1 关于参数

B、L 的单调性。综上所述,我们证明了定理1。

接下来证明定理2。

证明:由相图A1及式(44)(45)可知,消费资本比x=C/K 先下降,因为周

期增长路径上,xn+1=xn,故x 一定是先下降再上升到原位。

对于鞍轨路径(这里采用政策函数的表示方法)CSaddle K  ,对应相位图中

xS 路径。由唯一性和存在性定理(见引理4的证明)可知,xCGP(y)>xS(y),

∀y。于是CCGP K  >CSaddle K  。

最后证明储蓄率。由于x 先减后增,这意味着存在xmin 使得gx=0。因此

x≥xmin= 1-α  y+ρ≥ 1-α  y1+ρ

注意到x=
C
K
,y=

Y
K
,于是α=β时

gC/Y =αx-ρ- 1-α  δ> 1-α  αy1-δ-ρ  

CGP存在意味着αy1>δ+ρ,于是

gC/Y >0, ̇s=- 1-s  gC/Y <0
即储蓄率在周期内递减。

计划解的存在性和唯一性的证明过于冗长,本质是一个最优控制的存在唯

一性问题,证明可见Liu
 

and
 

Liu(2022)。命题1的证明可参见Liu
 

and
 

Liu
(2022)。命题2的证明需要引入其他变量,并对相应变量的性质进行进一步研

究,需要在计划解的系统的周期增长路径的存在唯一性得证之后证明,同样过

于冗长,此处略去。这些证明读者如有需要,可向作者索要。

下面是对定理3的证明。

证明:只需证明两个事:
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ξ=ξ2 时,会技术革命;

若ξ时会技术革命,那么ξ'<ξ时,也会技术革命。

注意到不技术革命的路径 Kt  ,Ct    收敛到稳态衡。只需增加D 单位的资

本,减少ΔlogC≤
1
C*D 单位的当期效用,就可以获得至少

1
ρ
log ξ-1  Y+C*

C*
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 单

位的额外的未来效用(这一未来效用是将技术革命带来的生产力提高全部吃掉

而得到的)。由于D 可以趋于无穷小而未来效用的增加值为一个恒定的正数,

因此不技术革命不是最优解(存在一个可行的改进)。由于最优解总存在,因此

技术革命是最优解。

若ξ时会技术革命,那么ξ'<ξ时,技术革命变得更加容易,显然原先的消

费路径仍然是可行路径,且这一可行解的效用高于不革命的解,因此最优解必

然会进行技术革命。

于是,存在某个ξ3>ξ2,ξ高于这一值不会进行革命,低于这一值会进行革

命。由于技术革命发生时的终身效用值(它是一个积分)关于参数ξ是连续变

化的,因此ξ=ξ3 时革命和不革命的效用相同。
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Abstract:
 

We
 

establish
 

a
 

basic
 

framework
 

for
 

incorporating
 

technological
 

revolution
 

into
 

the
 

endogenous
 

growth
 

model.
 

With
 

two
 

types
 

of
 

technological
 

progress,
 

incremental
 

progress
 

and
 

technological
 

revolution,
 

the
 

equilibrium
 

shows
 

a
 

Cyclic
 

Growth
 

Path
 

(CGP)
 

with
 

both
 

long-term
 

endogenous
 

growth
 

and
 

cyclical
 

fluctuations.
 

The
 

market
 

equilibrium
 

leads
 

to
 

over-consumption,
 

insufficient
 

investment,
 

and
 

lack
 

of
 

“rush-effect”
 

in
 

comparison
 

to
 

the
 

optimal
 

growth
 

path,
 

which
 

results
 

in
 

the
 

latter
 

occurrence
 

of
 

technological
 

revolution.
 

These
 

findings
 

have
 

important
 

policy
 

implications,
 

meaning
 

that
 

to
 

promote
 

technological
 

revolutions,
 

relying
 

solely
 

on
 

the
 

market
 

is
 

insufficient
 

and
 

that
 

this
 

problem
 

needs
 

to
 

be
 

corrected
 

through
 

appropriate
 

policies.
Keywords:

  

new
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technological
 

revolution;
 

phased
 

endogenous
 

growth;
 

market
 

failure


