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　 　 摘　 要　 如何实现最优教学一直是教育政策制定者、教育管理者

和学生家长关心和争论的话题,但在学术界还缺乏严格的理论分析。
本文构建了一个可以在不同教学目标情况下分析两种常用分班教育

(混合分班还是分层教学)优劣的模型。 该模型在一个简易的框架下

充分考虑了影响学生成绩的关键变量,包括老师教学能力、学生学习

能力、学生努力程度,以及教育经济学实证文献中强调的同群效应。
实证文献中发现的“单交叉” “烂苹果” “分层 / 分流”等同群效应机制

可以在模型中进行灵活设定与分析。 该模型可以解释不同分班教育

的效果差异,为理解文献中不同的研究发现和为学校管理者选择最优

的分班教育模式提供了一个理论分析框架,填补了研究分班教学模式

的理论文献空白。
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0　 引言

学校教育是一个教育产出的过程,如何利用有限的教育资源实现最优的教

育目标是教育管理者面临的核心问题。 在教育产出过程中,学校管理者要对不

同教学能力的老师和不同学习能力的学生进行排列组合,他们常用的教育管理

方法有两种:一是把学生混合分班,二是根据学生学习能力进行分层教学。 混

合分班的出发点是公平教育,而分层教学可以实现因材施教。 以北京市为例,
目前很多知名学校如北京四中、北京大学附属中学、北京 101 中学、北京八一学

校等都进行了教学改革,采用了分层教学。 北京八一学校校长李希贵说:“学校

的改革很大程度上是被逼出来的,因为原来有不少学生在课堂上‘吃不饱’,同
时又有些学生听不懂,分层分类教学满足了不同层次学生的需求。”北京市 101
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中学在其分层教学实施方案中认为:分层教学是按照最优化原则进行的教学实

践。 是根据学生层次的差异,通过班级组织与教学形式的变化,通过分层组织

教学,使不同层次的学生经过努力达到相应的教学目标,体现了“因材施教”的
原则,是提高教学效率的有效策略①。 从这些学校每年的升学成绩来看,分层教

学似乎取得了很好的效果。
虽然不同的分班模式关乎的是学生的学习成绩和学校管理者的管理目标,

但是分层教学在社会上也一直存在争论,对分层教学利弊的研究存在不同的声

音:一种是反对的态度,认为分层教学破坏了教育的公平性。 例如许双成和张

立昌(2015)认为“分层分班教学,作为特殊的教学组织形式,是在班级授课制的

基础上畸形发展而来的,在中西部地区优质教育资源短缺的学校中尤为突出。
分层分班教学蕴含着非理性的内核,它曲解了因材施教,误解了差异发展,实际

上背离了教育公平的精神追求,其恶性膨胀会导致教育异化,应该引起高度的

警惕。”佐藤学(2010)也提出了相似的观点。 另一种是赞成的态度,认为分层教

学对学生可以产生积极的影响。 例如北京 101 中学在其分层教学实施方案中

指出“教育平等是近年来我们一直遵循的教育原则。 但是,真正的教育平等并不

是一刀切实行统一标准,让每个学生都适应统一难度统一进度的课程,而是为每

一位学生提供相对适应其本人特点的课程及教学以最大程度激发其潜能。”
 

目前关于分层教学的各种观点更多地是指出了分层教学的某个方面存在

的问题,但缺乏严格且较为系统的逻辑分析,使得我们对混合分班和分层教学

的认识还停留在对现象的争论中,所持观点的双方谁也不能说服对方。 要想合

理地分析混合分班和分层教学,需要在一个统一的逻辑框架中充分考虑学校管

理者的决策目标、决定教学效果的主要影响因素,以及这些因素是如何相互作

用以决定混合分班与分层教学优劣的。

1　 研究视角及文献综述

1.1　 研究视角

　 　 分层教学与不分层教学对学生成绩的影响主要来自两个方面。 第一是师

资方面的不同,分层后的不同班级配备的教师能力可能会有不同。 第二就是学

生层面的不同,包括每个学生学习能力以及同学学习能力的不同。 以往探讨学

生学习成绩的影响因素时,关注的焦点大多集中在教师的教学能力、学生的学

习能力和努力程度对学生的学习成绩有决定性影响(王骏等,2017)。 但是教育
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① 《北京市第一〇一中学初一数学和英语学科分层教学实施方案(试行)》,2014 年。
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学和经济学的实证研究皆指出学校教育中的同群效应(peer
 

effects)是影响学生

成绩的重要因素①,即一个学生的学习成绩是受同班同学影响的(Epple
 

and
 

Romano,
 

2011;Sacerdote,
 

2011;
 

张学敏和谭俊英,2012)②。 所以,给定教师的

教学能力和学生的学习能力,不同的分班模式会因为产生不同的同群效应而产

生不同的教学效果。
本文的研究目的是基于不同分班策略下的同群效应与教师教学能力、学生

学习能力的相互作用来分析混合分班和分层教学哪种分班教育模式可以更好

地实现学校管理者教育的目标。 我们通过构建模型为分析两种分班教育模式

的利弊提供了一个基础理论研究框架。 在这一理论模型中我们可以灵活设定

学校管理者的目标,但在主要的分析中我们假设学校管理者想要最大化学生的

升学率,这也是目前国内绝大部分学校管理者的目标。
在模型中,我们既考虑到学生之间存在学习能力的差异,也考虑到师资的

差异,即老师的教学能力存在差异。 学生的学习成绩不仅取决于自己的学习能

力、努力程度和老师的教学水平,也依赖于同班其他同学的努力程度。 学生之

间的同群效应有不同的理论机制和实证发现,比如“单交叉”( single
 

crossing)机
制认为学生之间的同群效应总是正的,而“烂苹果”(bad

 

apple)机制认为能力低

的学生会带来负同群效应,其他的同群效应机制可以参见文献综述部分。 我们

将以“单交叉”机制作为基准模型进行分析,然后讨论其他同群效应机制的影

响。 在基准模型里,我们假设班级里的其他同学学习越努力,学生受到他们的

正面影响也会更加努力学习,从而提高自己的学习成绩。 在不同的分班教育模

式下,每个学生会根据自己的学习能力,配备的师资以及身边同学的努力程度

来选择自己最优的努力程度。 而每个学生自身选择的努力程度与他自己的学

习能力、老师的教学水平以及其他同学的努力程度一起决定他的学习成绩。 在

不同的分班模式下,同样学习能力的学生会取得不同的成绩,这是由于:(1)不
同分班模式下身边同学的组成不同,所以同群效应不同,这导致学生的努力程

度也会不同,从而使得其最终成绩也有所不同;(2)如果安排教学能力不同的老

师给不同班级,也会影响每位学生的努力程度,从而影响学生成绩。 在主要分

析中,学校管理者的目标是使得该学校的上线率达到最大,所以会选择使得该

学校有最大比例的学生达到录取分数线的分班模式。
我们将模型的分析转化为两阶段动态博弈( two-stage

 

dynamic
 

game),在博

弈第一阶段学校管理者根据他预期到的不同分班模式下的学习成绩选择混合

分班或是分层教学来最大化学校上线率,在博弈第二阶段学生会考虑到老师的
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①
②

中文文献中,同群效应也译作同伴效应或同辈效应。
更多相关研究见文献综述。
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教学能力、同班同学的学习能力,以及努力程度来选择自己的努力程度。 我们

使用完美纳什均衡(perfect
 

Nash
 

equilibrium)作为均衡概念,利用逆向归纳法

(backward-induction)求解模型的均衡解。
在基于“单交叉”同群效应的基准模型中,我们首先分析师资水平没有差异

的情况。 发现当学校的学生成绩相对于录取分数线较高,比如省、市重点中学,
那么采用混合分班的模式比分层分班模式可以使得更多学生达到录取分数线。
而当学校的学生成绩相对于录取分数线较低,比如普通中学,那么采用分层分

班模式比混合分班的模式可以使得更多学生达到录取分数线。 这是由于分层

教学可以让学习能力比较强的学生受益于更强的同群效应从而更大幅度地提

高成绩,使得他们的成绩要比混合分班的情况下更好。 但是分层教学却会使得

学习能力较弱的学生从同群效应中获益更少,成绩要比混合分班的情况下更

低。 如果学校水平比较高,学习能力比较高的学生即使在同群效应较小的情况

下也可以上线,那么学校管理者为了使得更多的学生上线,采用混合分班既不

会影响学习能力高的学生上线,还可以使学习能力较低的部分学生受益于更大

的同群效应从而提高成绩达到录取分数线。 但是如果学校水平比较低,学习能

力比较低的学生不管在混合分班还是分层教学的情况下都无法上线,这种情形

下学校采用分层教学至少可以使部分学习能力相对优秀的学生受益于更大的

同群效应从而提高成绩达到录取分数线。
我们接着分析有师资水平差异的情况。 在师资水平存在差异时,分层分班

存在两种情况:一是正向匹配分层分班,即安排教学水平高(低)的教师教学习

能力高(低)的班级;二是逆向匹配分层分班,即安排教学水平高(低)的教师教

学习能力低(高)的班级。 在师资水平差异较小时,我们发现:当学校的学生成

绩相对于录取分数线较高时,那么采用混合分班的模式可以使得更多学生达到

录取分数线;当学校的学生成绩相对于录取分数线较低时,采用正向匹配分层

分班模式可以使得更多学生达到录取分数线。 而在师资水平差异较大时,我们

发现:当学校的学生成绩相对于录取分数线较高时,那么采用逆向匹配分班的

模式可以使得更多学生达到录取分数线;当学校的学生成绩相对于录取分数线

较低,这时采用正向匹配分层分班模式可以使得更多学生达到录取分数线;而
当录取分数线处于中间时,具体哪种分班模式更优是不确定的,这种情况下我

们给出了不同分班模式占优的条件。
此外,我们在基于“单交叉”同群效应的基准模型中分析了学校管理者目标

是最大化学生总成绩的情况。 给定这个目标,我们发现分层分班教学要比混合

分班好。 这是因为学习能力强的学生可以从同群效应中获益更多,从而更大幅

度地提高成绩。 而学习能力较弱的学生从同群效应中获益有限,混合分班并不

能使他们因为身边存在学习成绩优秀的学生而大幅度提高成绩。 这就意味着
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我们可以在不额外增加教育资源投入的情况下,仅仅通过调整分班就可以改变

教育的产出。
在分析完基于“单交叉”同群效应的基准模型后,我们对其他的同群效应机

制进行了分析,重点分析了实证文献中发现的“烂苹果”机制和“分层 / 分流”
(boutique / tracking)机制。 在“烂苹果”机制中,能力最低的一部分学生会对其

他同学产生负同群效应,这会改变分班模式选择时分数线阈值:如果带来负同

群效应的学生数量越多或者负同群效应越大,学校越倾向于选择正向匹配分层

教学;如果带来负同群效应的学生数量比较少或者负同群效应比较小,分班的

选择则与基准情况相似。 在“分层 / 分流”机制中,所有学生在分层教学时的同

群效应大于混合分班时的同群效应,因为分层教学时班里同学能力更接近,这
也会改变分班模式选择时分数线阈值:如果分层教学与混合分班时同群效应差

别比较大,则分层教学要优于混合分班,而正向匹配还是逆向匹配更好则取决

于学生成绩与录取分数线的比较;如果分层教学与混合分班时同群效应差别比

较小,分班的选择则与基准情况相似。 虽然我们仅重点讨论了“烂苹果”机制和

“分层 / 分流”机制,我们的基准模型也可以用来分析其他可能的同群效应机制,
对此我们做了简要讨论。

最后,我们根据模型的分析探讨了如何在分层教学中兼顾效率与公平。 我

们的分析表明,混合分班作为一种公平的分班教育模式并不总是没有效率的,
教育部门可以通过适当的教育管理措施实现效率与公平的兼顾。 因此,我们的

理论模型具有丰富的政策意义。

1.2　 文献综述

本文的研究主要受到教育学与经济学关于同群效应研究的启发。 目前国

内外的研究以实证研究为主,这些实证研究对同群效应进行了识别与度量,并
对学者提出的多种同群效应模型进行了检验。 同群的影响存在于教育的各个

层面,而且影响到学业成绩、职业选择、毒品使用、未成年人怀孕等多个方面。
我们这里主要讨论在中小学中同群效应对学业成绩影响的文献。 国外的研究

方面,Lazear
 

(2001)提出了“烂苹果”机制,认为一个班里一个或少数能力低的

学生会对整个班级带来负面的影响,因为他们的行为干扰了其他同学或者老师

需要照顾这部分能力低的学生而影响其他同学。 Lavy
 

et
 

al.
 

(2012)用留级学

生近似代表低能力学生,发现在初中或高中一个班里留级生的数量越多,对班

里同学的学习成绩负面影响越大。 Huang
 

and
 

Zhu
 

(2020)
 

利用 2013—2014 学

年中国教育面板调查数据发现七年级学习成绩差的学生对其他学生的学习成

绩有显著的负面影响,而这一影响却在九年级学生中不显著。 “杰出人物”
(shining

 

light)机制与“烂苹果”机制相反,认为一个或少数能力高的学生会对全

833
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班有正的同群效应,但这一理论没有强有力的实证支持。 “歧视性对比”
( invidious

 

comparison)机制(Byrne,
 

1996)认为学生会与自己的同学比较,能力

高的同学或排名高的同学会给自己带来压力因而产生负的同群效应。 Murphy
 

and
 

Weinhardt
 

(2020)、Elsner
 

and
 

Isphording
 

(2017)和 Elsner
 

et
 

al. (2021)等研

究了学生在班内相对排名如何影响他们的考试成绩。 “分层 / 分流”机制认为学

生与自己能力相同的同学在一起成绩会更好,因为能力相似的学生更容易相互

学习与帮助,或者老师教能力相似的学生可以因材施教。 Cooley
 

(2010)发现成

绩高的学生从成绩高的同群中收益最多。 Betts
 

and
 

Shkolnik
 

(2000)使用了美

国约 100 所中学的数据,发现基于能力差异的分层教学对学生的数学平均成绩

几乎没有影响,可能的原因是分层班级之间没有教师质量的差异。 Figlio
 

and
 

Page
 

(2002)使用了美国一个具有全国代表性的样本,发现分层教学并没有对

低学习能力学生的成绩造成负面影响。 Vandenberge
 

(2006)使用 OECD 国家的

数据分析了分层教学对 15 岁学生数学、科学和阅读能力的影响,发现分层教学

的影响并不明显。 Duflo
 

et
 

al.
 

(2011)在肯尼亚的 120 所小学做了随机试验,发
现分层教学提高了所有学生成绩,因为老师更有动力针对不同能力学生进行教

学。 “单交叉”机制认为同群效应总是正的。 Boozer
 

and
 

Cacciola
 

(2001)利用

“小星星项目”(Project
 

Star)中同群的随机安排发现一年级、二年级、三年级中

同群平均成绩的影响系数是 0. 30,0. 86,0. 92。 Hanushek
 

et
 

al.
 

(2003)
 

利用美

国德州的小学数据研究发现,每个学生的成绩受到他 / 她同学成绩的正面影响。
Ammermueller

 

and
 

Pischke(2009)利用六个欧洲国家的小学数据研究发现,同伴

组成测度(measure
 

of
 

peer
 

composition)的标准差每增加 1 个标准差,学生阅读分

数增加 0. 11 个标准差。 Burke
 

and
 

Sass(2013)利用美国佛罗里达公立学校的数

据也发现学生的成绩受到同班同学的显著影响。 不同于以上理论,
 

Carrell
 

et
 

al.
 

(2013)发现高能力的学生会对低能力的学生会有很强的正面影响,而对

中等能力学生没影响。 Hoxby
 

and
 

Weingarth
 

(2005)
 

发现不能用任何单个同群

效应模型解释数据,同群效应可能会通过“单交叉”、“分层 / 分流”等多种机制

共同产生影响。 其他国外研究同伴效应对学生成绩影响并发现显著结果的实

证研究还包括 Gamoran
 

(1987),Hoxby(2000),McEwan
 

(2003),Hanushek
 

and
 

Wößmann
 

(2006),
 

Lu
 

and
 

Anderson
 

(2015)。 关于其他的同群理论及其实证证

据的英文文献参见 Epple
 

and
 

Romano
 

(2011),Sacerdote
 

(2011),Wennberg
 

and
 

Norgren
 

(2021)。
国内文献方面,张学敏和谭俊英(2012)考察了同群效应对初中生学习成绩

的影响,发现以学习成绩来衡量的同伴能力对不同能力的学生有不同程度的影

响,
 

并且任何水平的学生都会受益于同质性同伴群体,这一结论支持“分层 / 分
流”机制。 袁玉芝(2016)基于上海 2012 年 PISA 数据发现作为教育生产函数中
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重要因素的同伴对个体的成绩有较大的影响。 整体而言,同伴的平均成绩越

高,标准差越小,对个体的学业发展越有益,这一发现支持“单交叉”机制。 王春

超和肖艾平(2019)对小学生随机排座后的学习成绩进行跟踪研究,考察了班级

处于高中心性地位的学生对与其座位距离不同的同伴学习成绩的影响。 他们

发现在班级社会网络中,与高中心性学生每减少 1 个座位距离,平均成绩可提

高 0. 43 ~ 0. 78 个标准差。 而国内关于同群效应对学生其他方面影响的文献包

括詹宏毅和陈超群(2017)、王春超和钟锦鹏(2018)和赵颖(2019)。 其中詹宏

毅和陈超群(2017)和赵颖(2019)考察了同群效应对学生认知能力影响,而王春

超和钟锦鹏(2018)考察了同群效应对学生非认知能力影响。 关于教育中同群

效应的中文文献综述可以参见郑磊(2015)、杜育红和袁玉芝(2016)、崔静和冯

玲(2017)、叶星和熊伟(2017)。
以往文献为同群效应这一影响学生成绩的重要因素提供了实证依据,但目

前对同群效应和其他影响学生成绩的因素之间的相互作用机制还缺乏研究。
而本文把教师教学能力差异、学生学习能力差异以及同群效应这些影响学生成

绩的重要因素纳入统一分析框架,考察它们如何相互作用共同决定不同分班模

式的优劣。
跟研究分层教学的实证文献相比,关于分层教学的理论分析还十分有限。

分析同群效应在教育中影响的开创性理论研究是 Arnott
 

and
 

Rowse
 

(1987),他
们分析了基于能力的同群效应下,如何将不同能力的学生分配到不同班级以达

到社会最优。 在模型中,他们假设每个学生的技能水平或教育结果是班里学生

平均能力的增函数,同时也是自己能力和所在班级教育支出的增函数,教育计

划者面临的问题是如何把不同能力的学生分到不同班级以及如何分配教育支

出使得总社会福利(模型中是总的技能水平)最大化。 然而,该模型存在一定局

限性。 首先,这一模型忽视了学生的努力程度,只有学生能力这一外生变量影

响成绩;此外,这一模型假设均值同群效应,不够灵活,很难讨论实证中的同群

效应模型;最后,这一模型只关注社会总福利最大化,而忽视了学校管理者的目

标是最大化录取率。 之后一系列关于教育中同群效应的理论研究都基于该模

型,但与本文探讨的问题关系不大。 比如,Benabou
 

(1993)假设高技能比低技

能对其他人有更大的同群效应,分析了个体获取高技能还是低技能的最优选择

以及他们的选择最终如何影响劳动力市场。 McMillan
 

(2005)分析了来自高收

入家庭学生对教育质量的需求如何影响公立学校与私立学校的教育提供进而

影响来自低收入家庭学生的受教育质量。 其他的理论拓展参见 Epple
 

and
 

Romano
 

(2011)。 与本文研究问题比较相似的文献是陈昊等人(2015)的研究。
陈昊等(2015)将学生之间的竞争看作体育赛事的竞争,将不同的分班制度看作

043



　
第 10 卷第 3 期

　
　 　 　 　 张蕊　 宋信息:

 

混合分班还是分层教学

　
　

不同的激励机制,通过引入竞赛模型分析不同分班方法的利弊。 与陈昊等人

(2015)不同,我们的模型考虑的是学生之间的同群效应,他们的努力程度是互

补的,而不是竞争性的,这也更符合实证文献的结论;此外,与陈昊等人(2015)
相比,

 

我们明确考虑了教师能力的差异和教师资源的约束,这也是决定不同分

班模式教学效果的重要因素。
本文构建了一个基础理论框架来比较不同教学目标下分层教学与混合分

班教学的效果差异,模型充分考虑了影响学生成绩的关键变量———老师教学能

力差异、学生学习能力差异、学生努力程度,并引入了文献中所实证存在的同群

效应。 我们模型的优势是可以灵活分析同群效应的不同机制。 在基准模型中

我们分析“单交叉”这一同群效应机制,而在拓展模型中我们分析了“烂苹果”、
“分层 / 分流”等同群效应机制。 基于模型分析,我们可以解释不同教学模式的

效果差异,也可以根据学校管理者的不同管理目标为其提供教育建议。 该模型

填补了研究分班教学模式的理论文献空白,为今后关于混合分班和分层教学的

研究提供了一个参考框架。
本文余下的结构是:第 2 部分是基准模型的设定,基准模型假设“单交叉”

同群效应机制,将学校分班教学模式的选择转化为一个两阶段纳什博弈;第 3
部分是基于学校管理者最大化学生升学率的管理目标来求解基准模型,并考虑

了教师能力存在差异的情况;第 4 部分是在基准模型中分析学校管理者最大化

学生总体成绩的管理目标时教学模式的选择;第 5 部分重点分析“烂苹果”、“分
层 / 分流”两种同群效应机制,并简要讨论其他机制的分析;第 6 部分在本文的

分析框架下讨论如何兼顾效率与公平,并提出相应的政策建议。 为了便于读者

阅读,我们将主要定理的证明放在附录。

2　 基准模型设定

假设一所学校由学生与老师组成,学生之间的学习能力和老师之间的教学

能力都存在差异。 为了分析方便,我们假设学生们的学习能力 a i 在 0,2[ ] 上服

从均匀分布(uniform
 

distribution)。 老师的教学能力有高和低两种,教学能力高

的老师的教学能力为 kh,教学能力低的老师教学能力为 k l,kh >k l。 两种老师的

数量相等,各占总教师数量的一半。 在同一个班级内学生之间存在同群效应:
即每个学生的学习努力程度会受到同班其他同学努力程度的正面影响。 在我

们的基准模型中,我们假设“单交叉”同群效应机制,即同群效应总是正的。 如

果身边同学更加努力学习,“我”也会付出更多努力来学习,
 

正如中国古语中所

谓的“近朱者赤,近墨者黑”。
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学校管理者需要将学生进行分班教学,我们假设管理者将学生分为两个

班,每个班级学生数量相同。 学校管理者面对的问题是如何将学习能力有差

异的学生进行分班和如何给班级安排教学能力存在差异的教师以使得教学效

果达到最好。 这里衡量教学效果的标准是有多少同学的成绩比录取分数

线高①。
下面我们来看学生的学习成绩是如何决定的。 假设一个学习能力为 a i ∈

[0,2]
 

的学生 i,如果他的学习努力程度是 ei ∈[0,∞ ],那么他的学习成绩

y i 是:

y i = ka i(ei + θ∫
j
eiejda j)

其中 k={kh,k l}代表学生 i 所在班级的老师的教学能力。 给定老师的教学能力

k 和学生自身的学习能力 a i,学生 i 的学习成绩主要受自身的努力程度 ei 和同

群效应的影响。 在这里, θ∫
j
eiejda j

 代表了同群效应带来的收益。 其中 θ 是个规

模参数,代表同群效应的大小或者重要性,“单交叉”机制认为对于所有的 j,都
有 θ>0。 ej 代表学生 i 的同学 j 努力程度,学生 i 所受的同群效应来自于所有同

学②。 我们模型中关于同群效应的设定借鉴了多篇探究同群效应的理论文章中

的模型设定③。 同时学生 i 的学习成绩也会受教师的教学能力 k 和学生自身的

学习能力 a i 影响。 给定同样的学习努力程度,教学能力更高的老师教的学生成

绩更高,学习能力强的学生成绩更高。

我们假设付出努力程度 ei 的学生 i 的努力成本是
1
2
ce2

i 。 给定这些设定,我

们可以得到学习能力为 a i、努力程度为 ei、教师教学能力为 k 的学生 i 的效用水

平如下:

Ui = ka i ei + θ∫
j
eiejda j( ) - 1

2
ce2

i (1)

学校管理者若要将学生分为两个班,可供分班的方法有:(1)将学生混合分班;
(2)根据学生能力进行分层教学④。 同时,学校管理者还要为不同班级安排老

243

①

②

③
④

这里的录取分数线可以是大学本科的录取分数线,也可以是初中升高中的录取分数线。 我们这

里讨论的是大多数学校的普遍目标。 在现实中,特定学校的目标会有不同,比如省重点中学的目标是使

得更多学生的分数超过 985 或 211 大学的录取分数线。
基于学生数量足够多,学生 i 的学习努力程度相对于同学总体的努力程度小的可以忽略,所以我

们可以近似假设所有同学也包括学生 i,即 ∫
j≠i

eiejda j ≈ ∫
j
eiejda j。 这样既可以简化数学分析,也不失一般

性。
如 Calvó-Armengol

 

and
 

Zenou
 

(2004),Ballester
 

et
 

al.
 

(2006,2010)和 Calvó-Armengol
 

et
 

al.
 

(2009)。
学习能力可以通过学生入学成绩来测度。
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师。 混合分班时学生和教师都是混合安排的。 而根据学生的学习能力进行分

班时学校可以分配教学能力高(低)的老师教学习能力高(低)的班级,也可以

分配教学能力高(低)的教师教学习能力低(高)的班级①,我们称前者为正向匹

配分层教学,后者为逆向匹配分层教学。 学校的决策取决于哪种分班方法能够

使得该学校学生的上线率达到最高。
学校的分班问题是一个两阶段博弈:

 

第一阶段学校管理者选择分班方法,
是选择混合分班教学还是选择分层分班教学;第二阶段每位学生在自己所分班

级选择最优的学习努力程度使得自己的效用最大化,我们采用的均衡概念为完

美纳什均衡。 为求解完美纳什均衡,我们采用逆向归纳法,先考虑第二阶段博

弈的均衡再考虑第一阶段博弈的均衡。

3　 基准模型均衡

3.1　 第二阶段均衡:学生选择最优学习努力程度

　 　 以下我们分别分析在不同分班方法下学生最优的努力程度以及学习成绩。

3.1.1　 混合分班

如果学校管理者采取的是对学生和老师进行混合分配,那么每个班的学生

学习能力则有高有低,即 a i∈[0,2]。 同样,每个班级的教师的教学质量是一个

平均水平 􀭰k(kh>􀭰k>k l),可能某个科目第一个班级的老师水平更高,而另外一个

科目则是第二个班级的老师水平更高,综合下来两个班级所匹配的平均师资水

平是一样的。 这种情况下学生 i 的效用水平为:

Ui = 􀭰ka i ei + θ
∫2

0
eiejda j

2
( ) - 1

2
ce2

i (2)

给定自己的学习能力 a i,老师的教学水平或者质量 􀭰k,还有同班中其他每位同学

的努力程度 ej,学生 i 选择自己的努力程度 ei 最大化自己的效用水平。 而效用

最大化的一阶条件为:

∂Ui

∂ei
= 􀭰ka i 1 + θ

∫2

0
ejda j

2
( ) - cei = 0

根据计算,我们可得学生 i 的最优反应函数(best
 

response
 

function)如下:

ei =
􀭰ka i

c 1 + θ
∫2

0
ejda j

2
( ) (3)
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① 老师的教学能力可以通过老师的教学经验、荣誉称号来衡量,比如特级教师、高级教师。
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为了计算第二阶段的纳什均衡,我们需要计算所有学生总的努力程度。 我们通

过对所有学生努力程度,也即公式 3( ) 积分可得所有学生总的努力程度:

∫2

0
eida i =

􀭰k
c 1 + θ

∫2

0
ejda j

2
( ) ∫2

0
a ida i

因为 ∫2

0
eida i = ∫2

0
ejda j, 我们可计算每个班级总努力程度如下:

 

∫2

0
eida i

2
=

􀭰k
c - 􀭰kθ

(4)

通过该公式,我们可以看出每个班级总的努力程度会随着该班级教师的平均教

学水平 􀭰k 上升而上升,也会随着同群效应的影响 θ 上升而上升。 将公式 4( ) 代

入公式 3( ) ,我们可以得到学生 i 第二阶段的均衡努力程度是:

ei =
􀭰ka i

c - 􀭰kθ
(5)

为了使得学生付出的努力为正,我们假设努力的边际成本 c 足够大。 计算出均

衡努力程度后,我们可以计算学生 i 的学习成绩为:

y i = 􀭰ka i ei + θ
∫2

0
eiejda j

2
( ) =

c 􀭰ka i( ) 2

c - 􀭰kθ( ) 2
(6)

由公式 5( ) 和公式 6( ) 可知,当教师的平均教学水平越高,学生付出的努力越多,
成绩越高。 同样,学习能力强的学生学习更努力且成绩更高。

3.1.2　 分层教学

分层教学有两种安排:正向匹配,安排教学能力高(低)的老师教学习能力高

(低)的学生;或者逆向匹配,安排教学能力高(低)的老师教学习能力低(高)的学生。
(1)

 

分层教学-正向匹配。 在正向匹配下,
 

学校管理者将学习能力 ai∈[1,2]
的学生分配到 A 班,并且安排教学能力为 kh 的教师给 A 班;将学习能力 a i ∈
[0,1]

 

的学生分配到 B 班,并且安排教学能力为 k l 的教师给 B 班。 简单来说,
这种情况下,学校管理者把学习能力足够高的学生分到一个班级,并且匹配最

好的教师资源给这个班级。 不同于混合分班的情况,这里给学习能力高的班级

安排的所有科目的教师都是最好的。 在这种分班情况下,A 班学习能力 a i ∈
[1,2]的学生的效用函数为:

Ui = kha i ei + θ∫2

1
eiejda j( ) - 1

2
ce2

i (7)

我们用和混合分班相同的计算步骤可以得到 A 班学习能力 a i∈[1,2]的学生

第二阶段的均衡努力程度是:
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ei =
kha i

c - 3
2
khθ

(8)

学生的学习成绩为:

y i =
c kha i( ) 2

c - 3
2
khθ( )

2 (9)

B 班学生的效用函数为:

Ui = k la i ei + θ∫1

0
eiejda j( ) - 1

2
ce2

i (10)

我们用相同的计算步骤可以得到 B 班学习能力 a i∈[0,1]的学生第二阶段的均

衡努力程度是:

ei =
k la i

c - 1
2
k lθ

(11)

学生的学习成绩为:

y i =
c k la i( ) 2

c - 1
2
k lθ( )

2 (12)

　 　 (2)
 

分层教学-逆向匹配。 在逆向匹配下,学校管理者将学习能力 ai∈[1,2]
的学生分配到 A 班,安排教学能力为 k l 的教师给 A 班;将学习能力 a i∈[0,1]
的学生分配到 B 班,并且安排教学能力为 kh 的教师给 B 班。 这种情况下,学校

管理者把最好的教师资源给了学习能力比较低的班级。 在这种分班情况下,A
班学生的效用函数为:

Ui = k la i ei + θ∫2

1
eiejda j( ) - 1

2
ce2

i (13)

我们通过计算可以得到 A 班学习能力 a i∈[1,2]的学生第二阶段的均衡努力

程度是:

ei =
k la i

c - 3
2
k lθ

(14)

学生的学习成绩为:

y i =
c k la i( ) 2

c - 3
2
k lθ( )

2 (15)

B 班学生的效用函数为:

543



　
　

　
经

 

济
 

学
 

报

　
2023 年 9 月

Ui = kha i ei + θ∫1

0
eiejda j( ) - 1

2
ce2

i (16)

我们通过计算可以得到 B 班学习能力 a i∈[0,1]的学生第二阶段的均衡努力程

度是:

ei =
kha i

c - 1
2
khθ

(17)

学生的学习成绩为:

y i =
c kha i( ) 2

c - 1
2
khθ( )

2 (18)

3.2　 第一阶段均衡:学校选择最优分班策略

3.2.1　 基本情形:教师没有教学能力差异(kh = kl = k)

　 　 在基本情形中,我们假设老师的教学能力没有差异,他们的教学能力均为

k,因此分层教学下的正向匹配和逆向匹配没有区别。 根据之前所求第二阶段

均衡,高学习能力 a i∈[1,2]的学生在分层教学下的成绩为
c(ka i) 2

c- 3
2
kθ( )

2,而在混

合分班下的成绩为
c(ka i) 2

(c-kθ) 2;低学习能力 a i∈[0,1]的学生在分层教学下的均衡

成绩为
c(ka i) 2

c- 1
2
kθ( )

2,而在混合分班下的均衡成绩为
c(ka i) 2

(c-kθ) 2。

首先,我们比较分层教学下和混合分班下学习能力高的学生的学习成绩,

发现
c(ka i) 2

c- 3
2
kθ( )

2 >
c(ka i) 2

(c-kθ) 2,所以学习能力高的学生,即 a i∈[1,2]的学生,在分层

教学时的学习成绩更优;同样,我们比较分层教学下和混合分班下学习能力低

的学生的学习成绩,发现
c(ka i) 2

(c-kθ) 2 >
c(ka i) 2

c- 1
2
kθ( )

2,所以学习能力低的学生,即 a i ∈

[0,1]的学生,在混合分班时的学习成绩更优。
我们在图 1 中画出不同学习能力学生在不同分班策略下的学习成绩曲线,其中

黑色实线为混合分班的成绩分布曲线,深灰色虚线为分层教学的成绩分布曲线。
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图 1　 不同学习能力所对应的成绩(kh =kl =k)

学校管理者的目标是最大化学校学生的升学率,也就是上线率。 学校管理

者要采取哪一种分班策略依赖于不同分班策略带来的升学率高低。 决定学生

升学的录取分数线对于一个学校来说是外生的①。 我们假设学校有一个预期的

录取分数线,这一预期可以是根据往年的录取分数线估计的②。 如果该学校生

源比较好,比如重点中学,则该校大部分学生能通过录取分数线,那么采用混合

分班的方法会有更高的升学率。 具体来说,假设录取分数线为 L,我们有如下

定理:
定理 1:

 

在老师的教学能力没有差异的情形下:

(1)当录取分数线满足 L≤ ck2

(c-kθ) 2,采用混合分班会有更高的录取率。 在

这种情况下的录取率为 1- 1
2

L
c( )

1
2 c

k
-θ( ) ;

(2)
 

当录取分数线满足 L≥ ck2

(c-kθ) 2,采用分层教学会有更高的录取率。 在

这种情况下的录取率为 1- 1
2

L
c( )

1
2 c

k
-3θ

2( ) 。
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①

②

这里我们假设一个学校的考生数量相对于全国或者全省全市所有考生来说数量非常小,所以对

录取线的影响可以忽略不计。
这一假设是符合现实的,学校往往是根据以往学校的学生上线率以及学生成绩掌握学校分数所

处的位置。
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定理 1 的证明请见附录。
根据图 1 我们可以看到不同分班方法下录取分数线的高低对录取率的影

响。 当录取分数线相对于此学校的学生成绩比较低时,比如录取线低于

ck2

c- 1
2
kθ( )

2,混合分班教学会比分层教学有更高比例的学生达到录取分数线;而

当录取分数线相对于此学校的学生成绩比较高时,比如高于
ck2

c- 3
2
kθ( )

2,分层教

学会比混合分班教学有更高比例的学生达到录取分数线。
虽然教师的教学能力没有差异,但不同分班模式产生不同的同群效应,使

得混合分班和分层教学成为不同学校的最优选择。 分层教学可以让学习能力

比较强的学生受益于更强的同群效应从而更大幅度地提高成绩,使得他们的成

绩要比随机分班的情况更好。 但是分层教学却会使得学习能力较弱的学生从

同群效应中获益更少,成绩要比随机分班的情况更低。 如果学校水平比较高,
学习能力比较高的学生,即使在同群效应较小的情况下也可以上线,那么学校

管理者为了使更多的学生上线,采用混合分班既不会影响学习能力高的学生上

线,还可以使学习能力较低的部分学生受益于更大的同群效应从而提高成绩达

到录取分数线。 但是如果学校水平比较低,学习能力比较低的学生不管在混合

分班还是分层教学的情况下都无法上线,这种情形下学校采用分层教学至少可

以使部分学习能力相对优秀的学生受益于更大的同群效应提高成绩从而达到

录取分数线。

3.2.2　 一般情形:老师有教学能力差异(kh>kl)

现在我们考虑老师有教学能力差异的一般情形。 在以下的分析中我们分

别考虑教师间教学能力差异较小的情形与教师间教学能力差异较大的情形。
教师能力差异较小是指逆向匹配分层教学下,

 

A 班中学习能力最差的学生

(ai = 1)其成绩也要好于混合分班下的成绩
c􀭰k2

(c-􀭰kθ) 2
<

ck2
l

c- 3
2
klθ( )

2( ) ,B 班中学习

能力最好的学生( ai = 1)其成绩也要差于混合分班下的成绩 ( ck2
h

c- 1
2
khθ( )

2 <

c􀭰k2

(c-􀭰kθ) 2 ),也即:
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kh < c􀭰k

c - 1
2

􀭰kθ
且kl > c􀭰k

c + 1
2

􀭰kθ
。

换句话说,当教师能力差异较小时,即使安排教学能力低的教师给学习能力高

的班级依然可以使得这个班级学生的学习成绩好过混合分班时候的成绩。 这

是因为学生从同群效应中的获益要大于由于教师能力不足给他们带来的损失。
同样,安排教学能力高的教师给学习能力低的班级依然无法使得这个班级的学

生学习成绩高于混合分班时候的成绩,这种情况下学生因为同群效应带来的损

失要大于教学能力高的教师给他们带来的好处。 也就是说即使老师水平更高,
但是由于周围同学的学习努力程度低,使得该班级的学生的学习成绩不如身边

有成绩优秀学生时的成绩。 简单总结来说,在这种情形下,老师教学水平的影

响还不如身边同学的影响。
教师能力差异较大是指逆向匹配分层教学下,

 

A 班中学习能力最差的学生

(ai = 1)其成绩要差于混合分班下的成绩 ( ck2
l

c- 3
2
klθ( )

2 < c􀭰k2

(c-􀭰kθ) 2 ),B 班中学习

能力最好的学生 ( ai = 1) 其成绩要好于混合分班下的成绩 ( c􀭰k2

(c-􀭰kθ) 2
<

ck2
h

c- 1
2
khθ( )

2 ),也即:

kh > c􀭰k

c - 1
2

􀭰kθ
且kl < c􀭰k

c + 1
2

􀭰kθ
。

当教师能力差异较大时,安排教学能力低的教师给学习能力高的班级会使得这

个班级部分学习能力处于尾端的学生成绩低于混合分班时候的成绩。 这部分

学生从同群效应中获益本身就没有学习能力高的学生多,他们的成绩更受教师

教学水平的影响。 同样,安排教学能力高的教师给学习能力低的班级会使得这

个班级部分学习能力高的学生成绩高于混合分班时的成绩,和学习能力高的班

级里的学习能力处于尾端的学生一样,学习能力低的班级里学习能力拔尖的学

生即使在混合分班的情况下从同群效应中获益也有限,他们的成绩更受教师教

学水平的影响。 简单总结来说,当教师能力差异较大时,对于一部分学生来说,
老师教学水平的影响会大于身边同学的影响。

(1)
 

教师教学能力差异较小。 这种情形下,教学能力高的老师与教学能力
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低的老师之间并没有很大教学能力上的差距。 比如有五年教龄的老师与有三

年教龄的老师之间的教学能力差距并不大。 与老师没有教学能力差异时进行

分层教学的情况相比,教学能力高(低)的老师教学习能力高(低)的学生这种正

向匹配分班安排会使学习能力高的学生学业表现更好,而学习能力低的学生学业

表现更差。 而安排教学能力高(低)的老师教学习能力低(高)的学生这种逆向匹

配分班安排会使能力高的学生的成绩没有正向匹配情况下的成绩好,而能力低的

学生的成绩则比正向匹配情况下的成绩好。 经过分析我们可得如下定理。
定理 2:

 

在老师的教学能力差异较小的情形下:

(1)
 

当录取分数线满足 L≤ c􀭰k2

(c-􀭰kθ) 2
,采用混合分班会有更高的录取率。 这

种情况下的录取率为 1- 1
2

L
c( )

1
2 c

􀭰k
-θ( ) ;

(2)
 

当录取分数线满足
c􀭰k2

(c-􀭰kθ) 2
≤L≤

ck2
l

c- 3
2
klθ( )

2,采用正向匹配分层分班

和逆向匹配分层分班有相同的录取率,且都比混合分班有更高的录取率,这种

情况下的录取率为
1
2
;

(3)
 

当录取分数线满足
ck2

l

c- 3
2
klθ( )

2 ≤L≤
ck2

h

c- 3
2
khθ( )

2,采用正向匹配分层分

班会有更高的录取率,这种情况下的录取率为
1
2
;

(4)
 

当录取分数线满足 L≥
ck2

h

c- 3
2
khθ( )

2,采用正向匹配分层分班会有更高

的录取率,这种情况下的录取率为 1- 1
2

L
c( )

1
2 c

kh
-3θ

2( ) 。
定理 2 的证明请见附录。
这一结论跟老师没有教学能力差异下分层教学的情况相似,我们在图 2 中

予以展示。 分层(高高,低低)表示教学能力高(低)的老师教学习能力高(低)
的学生这种正向匹配分层教学方式,分层(高低,低高)表示教学能力高(低)的
老师教学习能力低(高)的学生这种逆向匹配分层教学方式。 如果录取分数线

相对于此学校的学生成绩比较低,比如低于
ck2

l

c- 1
2
klθ( )

2,那么采用混合分班会有
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更高的录取率;如果录取分数线相对于此学校的学生成绩比较高,比如高于

ck2
h

c- 3
2
khθ( )

2,那么采用正向匹配分层教学会有更高的录取率。

图 2　 不同学习能力所对应的成绩(教师教学能力差异较小)

(2)
 

教师教学能力差异较大。 如果老师教学能力差异较大,比如说有多

年教龄的特级教师的教学能力明显比刚入职不久的年轻教师要高。 具体反

映在模型中,当 kh> c􀭰k

c- 1
2

􀭰kθ

 

且
 

k l <
c􀭰k

c+ 1
2

􀭰kθ
,安排教学能力高(低)的老师教学

习能力低的学生这种逆向匹配分层教学会使高学习能力( a i∈[ 1,2] )学生

的学习成绩低(高)于混合分班下的学习成绩,而低学习能力( a i∈[0,1])
学生的学习成绩则优于混合分配下的学习成绩。 经过分析我们可得如下

定理。
定理 3:

 

在老师的教学能力差异较大的情形下:

(1)
 

当录取分数线满足 L≤
ck2

l

c- 3
2
klθ( )

2,逆向匹配分层教学会有更高的录

取率。 这种情况下的录取率为 1- 1
2

L
c( )

1
2 c

kh
- 1

2
θ( ) ;

153



　
　

　
经

 

济
 

学
 

报

　
2023 年 9 月

(2)
 

当录取分数线满足 L≥
ck2

h

c- 1
2
khθ( )

2,正向匹配分层教学会有更高的录

取率。 这 种 情 况 下: 当
ck2

h

c- 1
2
khθ( )

2 ≤ L ≤
ck2

h

c- 3
2
khθ( )

2 录 取 率 为
1
2
, 当 L ≥

ck2
h

c- 3
2
khθ( )

2录取率为 1- 1
2

L
c( )

1
2 c

kh
- 3

2
θ( ) ;

(3)
 

当录取分数线满足
ck2

l

c- 3
2
klθ( )

2 ≤L≤ c􀭰k2

(c-􀭰kθ) 2
,

 

如果不等式

(∗)
 

1 + L
c( )

1
2

c
1
􀭰k

- 1
kl

- 1
kh

( ) ≥- θ L
c( )

1
2

成立,逆向匹配分层教学会有更高的录取率(否则混合分班最优)。 这种情况下

的录取率为
1
2

3- L
c( )

1
2 c

kh
- 1

2
θ( ) - L

c( )
1
2 c

kl
- 3

2
θ( )é

ë
êê

ù

û
úú ;

(4)
 

当录取分数线满足
c􀭰k2

(c-􀭰kθ) 2
≤L≤

ck2
h

c- 1
2
khθ( )

2,如果不等式

(∗∗)
 

2 - L
4c( )

1
2 2c

kl

- θ( ) - L
4c( )

1
2 2c

kh

- 3θ( ) ≥ 0

成立,逆向匹配分层教学会有更高的录取率(否则正向匹配分层教学最优)。 这

种情况下的录取率为
1
2

3- L
c( )

1
2 c

kh
- 1

2
θ( ) - L

c( )
1
2 c

kl
- 3

2
θ( )é

ë
êê

ù

û
úú 。

定理 3 的证明请见附录。
我们使用图 3 进行分析。 首先,我们展示了高教学能力老师所教低学习能

力班级中最好学生的成绩
ck2

h

c- 1
2
khθ( )

2 要低于高教学能力老师所教高学习能力

班级中最差学生的成绩
ck2

h

c- 3
2
khθ( )

2;其次,我们展示了低教学能力老师所教低

学习能力班级中成绩最好学生的成绩
ck2

l

c- 1
2
klθ( )

2要低于低教学能力老师所教高
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图 3　 不同学习能力所对应的成绩(教师教学能力差异较大)数值模拟
 

学习能力班级中成绩最差学生的成绩
ck2

l

c- 3
2
klθ( )

2。 很显然,当分数线低于

ck2
l

c- 1
2
klθ( )

2时,采用逆向匹配分层教学可以使得该学校有最多的学生的成绩超

过录取分数线。 当分数线高于
ck2

h

c- 1
2
khθ( )

2时,采用正向匹配分层教学可以使得

该学校有最多的学生的成绩超过录取分数线。 而当分数线处于
ck2

l

c- 3
2
klθ( )

2 和

c􀭰k2

(c-􀭰kθ) 2
之间时,我们可以比较容易判断采用混合分班要比采用正向匹配分层

教学使学校有更高的录取率。 但是我们无法确切判断混合分班和逆向匹配分

层教学哪个可以使学校有更高的录取率。 这是因为对于学习能力较低,即 ai∈
[0,1]的学生,逆向匹配分层教学比混合分班教学可以使他们有更高比例的学

生的成绩高过录取分数线;而对于学习能力较强,ai ∈[1,2]的学生,混合分班

教学比逆向匹配分层教学可以使他们有更高比例的学生的成绩高过录取分数
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线。 所以最终哪种分班方式更优要看最终加总的上线率在哪个分班方法下更

高。 我们通过计算,给出了逆向匹配分层教学占优的条件,即满足不等式(∗)。
比如当参数 θ 越大,不等式(∗)更容易满足,代表逆向匹配分层教学更容易占

优。 这是因为在这种情况下,学生之间的同群效应更大,安排教学能力很高的

老师教学习能力较低的学生会使得这部分学生之间的同群效应显著放大。 而

学习能力更高的学生之间如果同群效应更大,他们的学习成绩会因为乘数效应

显著上升,即使安排教学能力较低的老师对他们学习成绩的影响也会比较有

限。 这种效应类似于帕累托改善,在不影响一部分学生上线的情况下,通过分

班策略使另一部分学生的成绩提高从而提高他们的上线比例,最后提高学生总

体的上线率。 类似地,而当分数线处于
c􀭰k2

(c-􀭰kθ) 2
和

ck2
h

c- 1
2
khθ( )

2之间时,我们可以

比较容易地判断采用正向匹配分层教学要比采用混合分班使学校有更高的录

取率。 但是我们无法确切判断正向匹配分层教学和逆向匹配分层教学哪个可

以使学校有更高的录取率。 最终哪种分班方式更优要看最终加总的上线率在

哪个分班方法下更高。 我们通过计算,也给出了逆向匹配分层教学占优的条件,
即满足不等式(∗∗)。 同样地,当参数 θ 越大,不等式更容易满足,代表逆向匹配

分层教学更容易占优。 这是因为同群效应很大时,正向匹配分层教学会使学习能

力高的班级成绩非常高,全员可以上线,但是学习能力较低的班级成绩会很低,全
员无法上线。 而逆向匹配分层教学可以通过作用于放大的同群效应而显著提高

学习能力较低班级的成绩,使一部分人可以达到录取分数线;同时较大的同群效应

也使学习能力较高的班级学生之间有更大的正面影响,使得安排教学能力较低的老

师对他们影响也会比较有限。
我们通过数值模拟展示不同分班策略下达到录取线的学生比例。 我们设

定部分参数值:θ = 0. 1,c = 0. 5,kh = 2,
 

kl = 1,􀭰k = 1. 5。 这些参数值满足 kh >

c􀭰k

c- 1
2

􀭰kθ
和 kl<

c􀭰k

c+ 1
2

􀭰kθ
,即教师教学能力差异较大。

当录取分数线比较低:L≤
ck2

l

c- 3
2
klθ( )

2 = 4. 08,我们可以看到安排教学能力

高的老师教学习能力低的学生这种逆向匹配分层分班会有更高的录取率。 当

录取分数线比较高:L≥
ck2

h

c- 1
2
khθ( )

2 = 12. 5,我们可以看到安排教学能力高的老
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师教学习能力高的学生这种正向匹配分层分班会是最优策略。 当录取分数线

ck2
l

c- 3
2
klθ( )

2≤L≤ c􀭰k2

(c-􀭰kθ) 2
,即 4. 08≤L≤9. 18,结果并不确定。 这是因为在给定

这些参数的条件下,当分数线足够低,比如 4. 5,这种情况下,不等式(∗)成立,

因为 1+ L
c( )

1
2

c
1
􀭰k

- 1
kl

- 1
kh

( ) = -0. 25,而-θ L
c( )

1
2

= -0. 3,所以安排教学水平高的

教师教学习能力低的学生是最优策略。 然而当分数线足够高的时候,比如 8,这

种情况下,不等式(∗)不成立,因为 1+ L
c( )

1
2

c
1
􀭰k

- 1
kl

- 1
kh

( ) = - 2
3
,而-θ L

c( )
1
2

=

-0. 4,所以混合分班是最优策略。 当录取分数线
c􀭰k2

(c-􀭰kθ) 2
≤L≤

ck2
h

c- 1
2
khθ( )

2,即

9. 18≤L≤12. 5,结果是确定的。 这是因为在目前给定的这些参数的条件下,在
9. 18≤L≤12. 5 这个分数段,不等式(∗∗)是不成立的。 不等式(∗∗)左边

2- L
4c( )

1
2 2c

kl
-θ( ) - L

4c( )
1
2 2c

kh
-3θ( ) 随着录取分数线的提高而下降。 当录取分数

是 9. 18 时,2- L
4c( )

1
2 2c

kl
-θ( ) - L

4c( )
1
2 2c

kh
-3θ( ) = -0. 223 < 0;当录取分数是 12. 5

时,2- L
4c( )

1
2 2c

kl
-θ( ) - L

4c( )
1
2 2c

kh
-3θ( ) = -0. 75<0。 所以,安排教学能力高的老师

教学习能力高的学生是最优策略。 这里的数值模拟运算结果也间接地证明了

我们的理论推导结论。

3.3　 同群效应的作用

本文基准模型分析在“单交叉”同群效应下该如何分班可以提高上线率。
为更清楚地理解同群效应的作用,我们接下来分析没有同群效应时的最优分班

策略。 为不失一般性,我们在教师有教学能力差异的条件下进行分析。
没有同群效应时,θ= 0。 这种情况下可得正向分层教学时,高学习能力学

生的成绩为 yh =
khai( ) 2

c
,低学习能力学生成绩为 yl =

klai( ) 2

c
;逆向分层教学时,

高学习能力学生的成绩为 yh =
klai( ) 2

c
,低学习能力学生成绩为 yl =

khai( ) 2

c
;混

合分班时,学生的成绩为 y=
􀭰kai( ) 2

c
。
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图 4　 数值模拟结果 1

经过计算,我们可以得到如下定理。
定理 4:在没有同群效应的情形下:

(1)
 

当录取分数线满足 L≤
k2
l

c
,逆向匹配分层教学会有更高的录取率。 这

种情况下的录取率为 1- 1
2kh

cL( )

1
2

;

(2)
 

当录取分数线满足 L≥
k2
h

c
,正向匹配分层教学会有更高的录取率。 这

种情况下录取率为 1. 5- 1
2kh

cL( )

1
2

;

(3)
 

当录取分数线满足
k2
l

c
≤L≤

􀭰k2

c
,

 

如果不等式

(∗)
 

1 + Lc( )
1
2

1
􀭰k

- 1
kh

- 1
kl

( ) ≥ 0

成立,逆向匹配分层教学会有更高的录取率(否则混合分班最优)。 这种情况下

的录取率为
 1

2
3- Lc( )

1
2 1
kh

- Lc( )
1
2 1
kl

é

ë
êê

ù

û
úú ;

 

(4)
 

当录取分数线满足
􀭰k2

c
≤L≤

k2
h

c
,

 

如果不等式

(∗∗)
 

2 - Lc( )
1
2 1

kh

+ 1
kl

( ) ≥ 0
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成立,逆向匹配分层教学会有更高的录取率(否则正向匹配分层教学最优)。 这

种情况下的录取率为
1
2

3- L
c( )

1
2 c

kh
-0. 5θ( ) - L

c( )
1
2 c

kl
-1. 5θ( )é

ë
êê

ù

û
úú 。

定理 4 的证明同定理 3,在此不再赘述。 当没有同群效应时,影响学生成绩

的因素只有学生的学习能力与教师的教学能力。 这种条件下,对于每个学生来

说,如果所有课程都由教学能力高的老师教,成绩都会好过混合分班教学的情

况。 同理,对于每个学生来说,如果一半课程由教学能力高的老师教,成绩也会

好过所有课程都由教学能力低的老师教的情况。 所以在没有同群效应时,不会

出现老师教学能力差异较小时,逆向匹配分层教学使得学习能力强的学生的成

绩高过混合分班时成绩的情况(如图 2 所示)。 在之前的分析中,当教师教学能

力差异不大时,分层教学使得学习能力强的学生之间的正同群效应足够大,以
至于他们从同群效应中的获益大于由于教师能力不足带来的损失。 当没有同

群效应时,这个获益就消失了,只剩下由于教师能力不足带来的损失。
所以,没有同群效应时,我们的情况与原文中教师教学能力差异足够大的

情况类似(如图 3 所示)。 影响成绩的因素只有学生的学习能力与老师的教学

能力,老师的教学能力差异带来的影响相对于(不存在的)同群效应要足够大,
这与图 3 中教师能力差异足够大的情况一样。

如果在更简单的情况下分析,即教师教学能力无差异的情况,唯一影响学

生学习成绩的因素只剩下学生的学习能力,那么这个时候怎么分班上线率都不

会发生变化。 这种情况下所有的分班策略产生的结果都是一样的。

4　 最大化总成绩的管理目标

我们现在从所有学生的学业发展角度出发,在基准模型中探讨分层教学是

否能够提高学生总体成绩而不是有多少学生能够达到录取分数线。 我们在最

简单的情况下进行分析,即教师教学能力没有差别:kh = kl = k。 根据之前的分析

计算,混合分班教学的情形下,学生的总成绩应为:

∫2

0

c kai( ) 2

c - kθ( ) 2 dai =
ck2

c - kθ( ) 2

8
3
;

而在分层教学的情形下,学生的总成绩应为:

∫1

0

c kai( ) 2

c - 1
2
kθ( )

2 dai +∫2

1

c kai( ) 2

c - 3
2
kθ( )

2 dai =
ck2

c - 3
2
kθ( )

2

7
3

+ ck2

c - 1
2
kθ( )

2

1
3
。

经过计算,我们可得以下定理。
定理 5:

 

在教师教学水平相同的情形下,分层教学使得学生的总成绩高于
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混合分班教学下的总成绩,即
 ck2

c- 3
2
kθ( )

2

7
3

+ ck2

c- 1
2
kθ( )

2

1
3

> ck2

c-kθ( ) 2

8
3
。

定理 5 的证明请见附录。
所以,如果从学生的整体福利考虑的话,采取分层教学要比混合分班教学

的效果好,学生的总成绩更高。 这是因为学习能力高的学生更能从同群效应中

受益从而大幅度提高学习成绩,而学习能力较低的学生对同群效应反应较小,
受益有限,对于这部分学生,分层教学和混合分班教学带来的差别并没有学习

能力高的学生在两种分班模式下的差别那么大。
我们通过数值模拟来展示老师存在教学能力差异的情况下不同分班策略下学

生的总成绩。 我们保留了之前数值模拟运算所采用的参数值,模拟不同分班情况下

的学生总成绩。 我们发现采用正向匹配分层分班使得学生总成绩最高,采用混合分

班使得学生总成绩处于中间,而采用逆向匹配分层分班使得学生总成绩最低。
采用正向匹配分层分班使得总成绩最高的原因是学习能力较高的学生(ai∈

[1,2])从同群效应中受益较大更能较大幅度提高成绩,并且教师教学能力的提

高使得每个同学预期自己成绩可以得益于此而提高,从而更加努力学习,而这

种行为的变化又会通过同群效应带动身边的同学更加努力学习提高成绩。 简

单来说,这里的同群效应受益于老师的高水平教学放大地更加明显,从而可以

大幅度提高总体成绩。 而学习能力较低的学生(ai∈[0,1])从同群效应中受益

有限,即使安排教学能力高的老师教学也无法使得这部分学生受益很多,所以

他们的努力程度提高有限,这种情况下的总成绩最低。 数值模拟运算的结果也

间接证明了我们在假设老师教学水平无差异时得到的结论,使得结论没有失去

一般性。

图 5　 数值模拟结果 2

5　 模型拓展分析

在论文第 2 和第 3 部分的基准分析中,我们假设同学的努力程度增加会提
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高本人成绩,同时,这种正溢出效应会随着本人努力程度和能力增加而增加。
这种同群效应在实证文献中被称为 “单交叉” 模型 (Hoxby

 

and
 

Weigngarth,
 

2005)。 实证文献也发现了其他同群效应机制,包括“烂苹果”模型,
 

“分层 / 分
流”模型,

 

“歧视性对比”模型,
 

“杰出人物”模型等(Sacerdote,
 

2011)。 我们基

准模型的优点是可以灵活地将这些同群效应机制进行分析。 同群效应的机制

在理论上有很多种可能,但正如 Sacerdote(2011)所提到的,实证上最重要的是

“烂苹果”模型和“分层 / 分流”模型。 在这一部分,我们重点考虑如何将“烂苹

果”模型和“分层 / 分流”模型两种同群效应纳入模型,分别分析它们如何影响随

机分班与分层教学的优劣,以及与基准情形中“单交叉”模型的不同。 同时,我
们也简要讨论如何在我们的模型中分析其他同群效应机制。

5.1　 “烂苹果”模型

“烂苹果”模型
 

(Lazear,
 

2001)认为一个或少数能力低的学生会对全班同

学带来负面影响。 能力低的学生可能通过捣乱行为直接影响其他同学学习,也
可能通过降低老师讲课节奏、难度等间接影响其他同学。

我们假设能力低于 ε 的学生为“烂苹果”,学习能力为 ai∈[0,ε]
 

的学生 i
会给班上同学带来负的同群效应 θn,而学习能力为 ai∈[ε,2]

 

的学生 i 会给班

上同学带来正的同群效应 θp。 在“单交叉”同群效应的基准模型中,没有“烂苹

果”
 

(ε= 0),只有正的同群效应(θ= θp)。 学习能力为 ai、努力程度为 ei、教师教

学能力为 k 的学生 i 的效用水平如下:

Ui = kai ei +θn∫
j≤ε

eiejda j +θp∫
j≥ε

eiejda j( ) - 1
2
ce2

i (19)

　 　 1)
 

混合分班

所有“烂苹果”平均分到两个班,每个班级教师的教学质量是一个平均水平
􀭰k。 这种情况下学生 i 的效用水平为:

Ui = 􀭰kai ei +θn

∫ε

0
eiejda j

2
+θp

∫2

ε
eiejda j

2
( ) - 1

2
ce2

i (20)

求解每个学生努力程度的步骤与基准分析相同,不同的是我们需要计算[0,ε]
和[ε,2]两个区间上总的努力程度:

∫ε

0
eidai =

2􀭰kε2

4c -θn
􀭰kε2 -θp

􀭰k(4 -ε2)

∫2

ε
eidai =

2􀭰k(4 -ε2)
4c -θn

􀭰kε2 -θp
􀭰k(4 -ε2)

学生 i 第二阶段的均衡努力程度是:
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ei =
􀭰kai

c - ε2

4
􀭰kθn - 4 - ε2

4
􀭰kθp

(21)

学生 i 的学习成绩为:

yi =
c 􀭰kai( ) 2

c - ε2

4
􀭰kθn - 4 - ε2

4
􀭰kθp( )

2 (22)

当 ε= 0 时,ei 与 yi 变为基准情形的数值。
2)

 

分层教学

(1)
 

分层教学-正向匹配。 在正向匹配分层教学下,学习能力 ai∈[1,2]的
学生在 A 班,而 A 班里没有“烂苹果”,这些学生的努力程度与学习成绩跟基准

情形下相同,分别为:

ei =
khai

c - 3
2
khθp

(23)

yi =
c khai( ) 2

c - 3
2
khθp( )

2 (24)

学习能力 ai∈[0,1]的学生在 B 班,而 B 班中有 ε 数量的“烂苹果”,这些学生

会给同学带来负的同群效应。 B 班学生的效用函数为:

Ui = klai ei +θn∫ε

0
eiejda j +θp∫1

ε
eiejda j( ) - 1

2
ce2

i (25)

与混合分班下求解类似,我们可以得到学生的努力程度与学习成绩分别为:

ei =
klai

c - ε2

2
klθn - 1 - ε2

2
klθp

(26)

yi =
c klai( ) 2

c - ε2

2
klθn - 1 - ε2

2
klθp( )

2 (27)

　 　 (2)
 

分层教学-逆向匹配。 逆向匹配与正向匹配的区别在于教师质量不同,
因此 A 班学生的努力程度与学习成绩分别为:

ei =
klai

c - 3
2
klθp

(28)

063



　
第 10 卷第 3 期

　
　 　 　 　 张蕊　 宋信息:

 

混合分班还是分层教学

　
　

yi =
c klai( ) 2

c - 3
2
klθp( )

2 (29)

B 班学生的努力程度与学习成绩分别为:

ei =
klai

c - ε2

2
klθn - 1 - ε2

2
klθp

(30)

yi =
c khai( ) 2

c - ε2

2
klθn - 1 - ε2

2
klθp( )

2 (31)

我们先考虑老师教学能力没有差异或差异较小的情形 ( kl > c􀭰k

c- ε2

4
􀭰kθn-4-ε2

4
􀭰kθp+

3
2

􀭰kθp

且 kh< c􀭰k

c-ε
2

4
􀭰kθn-4-ε2

4
􀭰kθp+􀭰k θn

ε2

2
+θp

1-ε2

2( )
),分班模式的选择跟基准情况中定

理 1、定理 2 相似。
定理 6:

 

在老师的教学能力没有差异或差异较小的情形下:

(1)
 

当录取分数线 L≤ c􀭰k2

c-ε
2

4
􀭰kθn-4-ε2

4
􀭰kθp( )

2,采用混合分班会有更高的录

取率;

(2)
 

当录取分数线 L≥ c􀭰k2

c-ε
2

4
􀭰kθn-4-ε2

4
􀭰kθp( )

2,采用分层教学会有更高的录

取率,且正向匹配弱占优于逆向匹配。
这两种情况下的录取率的计算及证明同定理 1、定理 2 相似,不再赘述。 与

基准模型里定理 1、定理 2 相比,这里分数线的阈值更低(如果假设 θ= θp)。 “烂
苹果”影响了分班线阈值,在有“烂苹果”情形下,学校更倾向于采用正向匹配分

层教学。 而且,“烂苹果”越多或负同群效应绝对值越大,学校越倾向于采用正

向匹配分层教学。
定理 7:

 

在老师的教学能力差异较大的情形下:

(1)
 

当录取分数线满足 L≤
ck2

l

c- 3
2
klθp( )

2,逆向匹配分层教学会有更高的录

163



　
　

　
经

 

济
 

学
 

报

　
2023 年 9 月

取率;

(2)
 

当录取分数线满足 L≥
ck2

h

c-ε
2

2
khθn-1-ε2

2
khθp( )

2,正向匹配分层教学方法

会有更高的录取率;

(3)
 

当录取分数线满足
ck2

l

c- 3
2
klθp( )

2 ≤L≤ c􀭰k2

c-ε
2

4
􀭰kθn-4-ε2

4
􀭰kθp( )

2,
 

如果不

等式

(∗)
 

1 + L
c( )

1
2

c
1
􀭰k

- 1
kl

- 1
kh

( ) ≥- 1. 5θp
L
c( )

1
2

成立,
 

则逆向匹配分层教学会有更高的录取率(否则混合分班最优);

(4)
 

当录取分数线满足
c􀭰k2

c-ε
2

4
􀭰kθn-4-ε2

4
􀭰kθp( )

2 ≤L≤
ck2

h

c-ε
2

2
khθn-1-ε2

2
khθp( )

2,
 

如果不等式

(∗∗)
 

2 - L
c( )

1
2 c

kh

-θn
ε2

2
-θp

1 - ε2

2( ) - L
c( )

1
2 c

kl

- 1. 5θp( ) ≥ 0

成立,则逆向匹配分层教学会有更高的录取率(否则正向匹配分层教学最优)。
这几种情况下的录取率的计算及证明同定理 3,不再赘述。 与基准模型里

定理 3 相比,这里采用正向匹配分层教学的分数线阈值更低(如果假设 θ = θp),
而且,“烂苹果”越多或负同群效应绝对值越大,学校越倾向于采用正向匹配分

层教学。
我们也可以分析当学校管理者目标是最大化总成绩的情况。 我们分析最

简单的情况,即教师教学能力没有差别:kh = kl = k。 根据之前的分析计算,混合

分班教学的情形下,学生的总成绩应为
ck2

c-ε
2

4
kθn-4-ε2

4
kθp( )

2

8
3
,

 

而在分层教学

的情形下,学生的总成绩应为
ck2

c-ε
2

2
kθn-1-ε2

2
kθp( )

2

1
3

+ ck2

c- 3
2
kθp( )

2

7
3
。 通过比较

可以得知,分层教学下的学生总成绩更高。 而且,“烂苹果”越多或负同群效应

绝对值越大,分层教学优势更大。 这也比较容易理解,与混合分班比,分层教学

把所有“烂苹果”安排在 B 班,使得低能力的学生成绩降低,高能力的学生成绩

提高,但前者降低程度低于后者提高程度,通过分层教学可以把“烂苹果”的负
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同群效应局限在低能力学生范围内,从而提高总成绩。

5.2　 “分层/分流”模型

“分层 / 分流”模型认为当一个学生周围的同学跟他能力相近时他的表现会

更好,可能因为在同一水平的同学更容易相互学习和帮助,也可能因为老师更

容易针对相同能力的学生进行因材施教。
我们假设混合分班下同群效应为 θm,而分层教学下无论 A 班还是 B 班,同

群效应为 θt。 因为混合分班下班上同学能力差异较大,而分层教学下班上同学

能力差异较小,根据“分层 / 分流”模型,θt>θm。
1)

 

混合分班

这种情况下学生 i 的效用水平为:

Ui = 􀭰kai ( ei +θm

∫2

0
eiejda j

2 ) - 1
2
ce2

i (32)

学生的努力程度与学习成绩分别为:

ei =
􀭰kai

c - 􀭰kθm

(33)

yi =
c 􀭰kai( ) 2

c - 􀭰kθm( ) 2
(34)

　 　 2)
 

分层教学

(1)
 

分层教学-正向匹配。 A 班学生的努力程度与学习成绩分别为:

ei =
khai

c - 3
2
khθt

(35)

yi =
c khai( ) 2

c - 3
2
khθt( )

2 (36)

B 班学生的努力程度与学习成绩分别为:

ei =
klai

c - 1
2
klθt

(37)

yi =
c klai( ) 2

c - 1
2
klθt( )

2 (38)
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　 　 (2)
 

分层教学-逆向匹配。 A 班学生的努力程度与学习成绩分别为:

ei =
klai

c - 3
2
klθt

(39)

yi =
c klai( ) 2

c - 3
2
klθt( )

2 (40)

B 班学生的努力程度与学习成绩分别为:

ei =
khai

c - 1
2
khθt

(41)

yi =
c khai( ) 2

c - 1
2
khθt( )

2 (42)

同基准模型比,分层教学情况下,无论正向还是逆向匹配,A 班和 B 班成绩都有

所提高,这是因为分层教学有更高的同群效应(如果假设 θ = θm)。 不同分班模

式的优劣仍然可以用基准模型里的方法进行比较。 这里我们考虑一种比较有

趣的情形:如果教师教学能力没有差异,或差异相对于 θt 与 θm 的差异较小,我
们有

c 􀭰kai( ) 2

c - 􀭰kθm( ) 2
<

c klai( ) 2

c - 1
2
klθt( )

2 <
c khai( ) 2

c - 3
2
khθt( )

2

这种情况下,正向匹配或逆向匹配分层教学录取率都比混合分班录取率更高。
正向匹配还是逆向匹配更优的条件见如下定理。

定理 8:

(1)
 

当录取分数线满足 L≤
ck2

h

c- 1
2
khθt( )

2,逆向匹配分层教学会有更高的录

取率;

(2)
 

当录取分数线满足
ck2

h

c- 1
2
khθt( )

2 ≤L≤
ck2

l

c- 3
2
klθt( )

2,正向匹配与逆向匹

配无差异;

(3)
 

当录取分数线满足 L≥
ck2

l

c- 3
2
klθt( )

2,正向匹配分层教学会有更高的录
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取率。
同样地,我们也可以分析当学校管理者目标是最大化总成绩的情况。 我们

还是分析最简单的情况,即教师教学能力没有差别:kh = kl = k。 根据之前的分析

计算,混合分班教学的情形下,学生的总成绩应为
ck2

c-kθm( ) 2

8
3
,

 

而在分层教学的

情形下,学生的总成绩应为
ck2

c- 1
2
kθt( )

2

1
3

 

+
 ck2

c- 3
2
kθt( )

2

7
3
。 通过比较可得,分层

教学下总成绩比混合分班下总成绩高。 在基准模型中,混合分班与分层教学有

相同的同群效应 θ,但分层教学使得总成绩更高;而在“分层 / 分流”模型中,分
层教学比混合分班有更大的同群效应(θt>θm),所以分层教学总成绩会更高。

5.3　 其他同群效应模型

同群效应机制在理论上还有其他可能的模型(Sacerdote,
 

2011),但由于实

证证据非常少,而且实证结果没有一致的结论,我们不再展开详细的分析。 我

们仅简要展示如何在我们的模型里分析这些理论上可能的同群效应机制。
“杰出人物”模型认为一个或少数特别优秀的学生可以给全班同学带来正

面影响。 这一模型跟“烂苹果”模型是对称的,我们可以假定能力在[2-ε,2]范
围内学生带来更大的正同群效应,学习能力为 ai、努力程度为 ei、教师教学能力

为 k 的学生 i 的效用水平如下:
 

Ui = kai ei +θ1∫
j≤2-ε

eiejda j +θ2∫
j≥2-ε

eiejda j( ) - 1
2
ce2

i (43)

其中 θ2 >θ1。
“歧视性对比”模型(Byrne,

 

1996)认为学生会跟其他同学进行比较,如果

周围都是比他能力高的,他会有竞争压力、自信心下降,导致对他成绩有负面影

响。 我们可以假设当学生能力为 ai 时,能力高于 ai 的同学给他的同群效应 θn

为负值,能力低于 ai 的同学给他的同群效应 θp 为正值。 学习能力为 ai、努力程

度为 ei、教师教学能力为 k 的学生 i 的效用水平如下:
 

Ui = kai ei +θp∫
j≤ai

eiejda j +θn∫
j≥ai

eiejda j( ) - 1
2
ce2

i (44)

6　 讨论:
 

兼顾效率与公平

本文基于同群效应的视角构建了理论模型分析不同教学目标下混合分班
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与分层教学的优劣。 在本文的分析中,教学目标无论是升学率还是总成绩,都
是从效率角度考察混合分班与分层教学,但无论是政府还是家长,都希望实现

真正的教育公平。 当我们讨论教育公平时,指的是教育机会的公平,也即平等

地享有相同教育质量的机会。 但是由于不同个体的禀赋是有差异的,教育结果

很难实现平等。
本文的理论模型分析对于如何兼顾效率与公平有很丰富的政策含义。 混

合分班是一种比较公平的教育模式,而根据我们之前的分析,混合分班并不总

是无效率的。 如果学校管理者目标为最大化学生升学率,混合分班可以比分层

教学更有效率,也即有更高的升学率。 通过基准模型与拓展模型的分析,我们

可以知道,混合分班是否更有效率要取决于老师教学能力差异的大小以及学生

生源质量。 给定生源质量,当老师教学能力差异较大时,混合分班很难比分层

教学更有效率。 而当老师教学能力没有差异或者差异较小时,如果学校生源质

量较好,混合分班会比分层教学更有效率,效率与公平可以得到兼顾。
因此,学校管理者将学生升学率最大化本身并不违背教育公平,在这一目

标下,政府教育部门可以通过合理的措施来实现教育公平与效率的兼顾:第一,
政府应该将生源均匀地分配给各个学校,而不是人为地将学校划分为三六九

等,因为如果一个学校有较差的生源,学校的管理者更有动机去通过分层教学

来提高升学率;第二,政府要加大教师培训投入,提升所有老师的教学水平缩小

老师教学能力的差异。

附录

定理 1 的证明:
 

(1)
 

采用分层教学时,B 班,也即学生学习能力低(ai∈[0,

1])的班级,里面成绩最好的学生的成绩是 yi ai = 1( ) = ck2

c- 1
2
kθ( )

2;A 班,也即学

生学习能力高( ai ∈[1,2])的班级,里面成绩最差的学生成绩是 yi ai = 1( ) =

ck2

c- 3
2
kθ( )

2。 而采用混合分班时,学习能力为 ai = 1 的学生成绩是
ck2

c-kθ( ) 2。 我

们可以得到:
ck2

c - 1
2
kθ( )

2 < ck2

c - kθ( ) 2 < ck2

c - 3
2
kθ( )

2
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所以当学习能力 0≤ai ≤1 时,
c kai( ) 2

c- 1
2
kθ( )

2 ≤
c kai( ) 2

c-kθ( ) 2;当学习能力 1≤ai ≤2 时,

c kai( ) 2

c-kθ( ) 2 <
c kai( ) 2

c- 3
2
kθ( )

2。

由此可得,当录取分数线 L≤ ck2

c-kθ( ) 2时,
 

不管是混合分班还是分层教学,

学生能力 1≤a i≤2 的学生全部能够上线,所以最后录取率多少取决于学习能

力 0≤a i≤1 的学生中有多少人上线。 由于混合分班下学习能力 0≤a i≤1 的

学生成绩要好于分层教学下的成绩,很明显,混合分班是最优的。 相应的录

取率是成绩高于这个分数线的学生比例。 恰好达到这个分数线的学生是学

习能力为 ai = L
c( )

1
2 c

k
-θ( ) 的学生,所以高于这个分数线的学生比例为 1 -

1
2

L
c( )

1
2 c

k
-θ( ) 。

(2)
 

当录取分数线 L≥ ck2

c-kθ( ) 2时,只有学习能力 1≤ai≤2 的部分学生成绩能

够上线。 由于这种情况下分层教学下学习能力 1≤ai≤2 的学生成绩要好于混合

分班下的成绩,很明显,分层教学是最优的。 相应的录取率是成绩高于这个分数

线的学生比例。 恰好达到这个分数线的学生是学习能力为 ai = L
c( )

1
2 c

k
-3θ

2( ) 的

学生,所以高于这个分数线的学生比例为 1- 1
2

L
c( )

1
2 c

k
-3θ

2( ) 。
定理 2 的证明:

 

(1)
 

采用分层教学时,B 班,也即学生学习能力低(ai∈[0,

1])的班级,正向匹配下成绩最好的学生的成绩是 yi ai = 1( ) =
ck2

l

c- 1
2
klθ( )

2,逆向

匹配下成绩最好的学生的成绩是 yi ai = 1( ) =
ck2

h

c- 1
2
khθ( )

2;A 班,也即学生学习能

力高(ai ∈ [1,2]) 的班级,正向匹配下成绩最差的学生成绩是 yi ai = 1( ) =

ck2
h

c- 3
2
khθ( )

2,逆向匹配下成绩最差的学生成绩是 yi ai = 1( ) =
ck2

l

c- 3
2
klθ( )

2。 而采
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用混合分班时,学习能力为 ai = 1 的学生成绩是
c􀭰k2

c-􀭰kθ( ) 2
。 如果教师教学能力差

异较小,我们可以得到:
ck2

h

c - 1
2
khθ( )

2 < c􀭰k2

c - 􀭰kθ( ) 2
<

ck2
l

c - 3
2
klθ( )

2

所以当学生学习能力 0≤ai≤1 时,
c klai( ) 2

c- 1
2
klθ( )

2 ≤
c khai( ) 2

c- 1
2
khθ( )

2 ≤
c 􀭰kai( ) 2

c-􀭰kθ( ) 2
;当学生

学习能力 1≤ai≤2 时,
c 􀭰kai( ) 2

c-􀭰kθ( ) 2
<

c klai( ) 2

c- 3
2
klθ( )

2 <
c khai( ) 2

c- 3
2
khθ( )

2。

由此可得,当录取分数线 L≤ c􀭰k2

c-􀭰kθ( ) 2
时,

 

不管是混合分班还是分层教学

(正向匹配或逆向匹配),学习能力 1≤ai≤2 的学生全部能够上线,所以最后录

取率多少取决于学习能力 0≤ai≤1 的学生中有多少人上线。 由于混合分班下

学习能力 0≤ai≤1 的学生成绩要好于任何择优分班下的成绩,很明显,混合分

班是最优的。 相应的录取率是成绩高于这个分数线的学生比例。 恰好达到这

个分数线的学生是学习能力为 ai = L
c( )

1
2 c

􀭰k
-θ( ) 的学生,所以高于这个分数线

的学生比例为 1- 1
2

L
c( )

1
2 c

􀭰k
-θ( ) ,这也是录取率。

(2)
 

当录取分数线满足
c􀭰k2

(c-􀭰kθ) 2
≤L≤

ck2
l

c- 3
2
klθ( )

2 时,不管是混合分班还是

分层教学(正向匹配或逆向匹配),所有学习能力为 0≤ai ≤1 的学生成绩都达

不到录取线;而所有学习能力 1≤ai≤2 的学生在分层教学(正向匹配或逆向匹

配)下的成绩要好于混合分班下的成绩,而且都达到录取分数线。 采用正向匹

配分层分班和逆向匹配分层分班有相同的录取率,且都比混合分班有更高的录

取率,这种情况下的录取率为
1
2
。

(3)
 

当录取分数线满足
ck2

l

c- 3
2
klθ( )

2 ≤L≤
ck2

h

c- 3
2
khθ( )

2,不管是混合分班还是

分层教学(正向匹配或逆向匹配),所有学习能力为 0≤ai ≤1 的学生成绩都达
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不到录取线;而所有学习能力 1≤ai≤2 的学生在正向匹配分层教学下的成绩要

优于逆向匹配或混合分班下的成绩,而且所有学习能力 1≤ai≤2 的学生在正向

匹配分层教学下都会达到录取线。 所以采用正向匹配分层分班会有更高的录

取率,这种情况下的录取率为
1
2
。

(4)
 

当录取分数线满足
ck2

h

c- 3
2
khθ( )

2 ≤L,只有学习能力 1≤ai ≤2 的部分学

生成绩能够上线。 由于这种情况下正向匹配分层教学下学习能力 1≤ai≤2 的

学生成绩要好于逆向匹配分层教学或混合分班下的成绩,很明显,正向匹配分

层教学是最优的。 相应的录取率是成绩高于这个分数线的学生比例。 恰好达

到这个分数线的学生是学习能力为 ai =
L
c( )

1
2 c

kh
-3θ

2( ) 的学生,所以高于这个分

数线的学生比例为 1- 1
2

L
c( )

1
2 c

kh
-3θ

2( ) ,这也是录取率。

定理 3 的证明:
 

(1)
 

教师教学水平差异比较大的情况下,逆向匹配分层教

学会使得学习能力低(高)的学生取得的成绩高(低)于混合分班时他们所取得

的成绩。 这是因为当
c khai( ) 2

c- 1
2
khθ( )

2 >
c 􀭰kai( ) 2

c-􀭰kθ( ) 2
和

c klai( ) 2

c- 3
2
klθ( )

2 <
c 􀭰kai( ) 2

c-􀭰kθ( ) 2
时,我们都可

以得到以下不等式:
kh -kl( )

kh +kl( ) kl
> θ

2c
我们之前已经证明学习能力 0≤ai≤1 的学生在正向匹配分层教学下的成绩低

于混合分班情况下的成绩,而学习能力 1≤ai≤2 的学生成绩高于混合分班情况

下的成绩。

当录取分数线 L≤
ck2

l

c- 3
2
klθ( )

2时,不管是混合分班还是分层教学,学生能力

1≤ai≤2 的学生全部能够上线,所以最后录取率多少取决于学习能力 0≤ai≤1
的学生中有多少人上线。 由于逆向匹配分层教学会使得学习能力 0≤ai≤1 的学

生上线最多,选择这种分班方式是最优的。 相应的录取率是成绩高于这个分数线

的学生比例。 恰好达到这个分数线的学生是学习能力为 ai = L
c( )

1
2 c

kh
- 1

2
θ( ) 的
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学生,所以高于这个分数线的学生比例为 1- 1
2

L
c( )

1
2 c

kh
- 1

2
θ( ) 。

(2)当录取分数线 L≥
ck2

h

c- 1
2
khθ( )

2时,学习能力 0≤ai≤1 的学生成绩都不能

上线。 这种情况下正向匹配分层教学会使学习能力 1≤ai≤2 的学生成绩要好于

混合分班下的成绩,很明显,正向匹配这种分层教学方法是最优的。 相应的录取

率是成绩高于这个分数线的学生比例。 如果录取分数线 L≥
ck2

h

c- 3
2
khθ( )

2,
 

则恰好

达到这个分数线的学生是学习能力为 ai = L
c( )

1
2 c

kh
- 3

2
θ( ) 的学生,高于这个分

数线的学生比例为 1 - 1
2

L
c( )

1
2 c

kh
- 3

2
θ( ) ;如果录取分数线

c kh
2

c- 1
2
khθ( )

2 ≤L≤

ck2
h

c- 3
2
khθ( )

2,则超过这个分数线的学生比例为
1
2
。

(3)
 

当录取分数线
ck2

l

c- 3
2
klθ( )

2 ≤L≤ c􀭰k2

c-􀭰kθ( ) 2
时,不管是混合分班还是正向

匹配分层教学方式,学生能力 1≤ai≤2 的学生全部能够上线,但是对于学习能

力 0≤ai≤1 的学生,混合分班会使得更多人上线。 所以我们只需要比较逆向分

层教学还是混合分班。
我们分别计算这两种分班方式下的录取率然后进行比较。 逆向匹配分层

教学制度下,学习能力低的班级里学习能力
L
c( )

1
2 c

kh
- 1

2
θ( ) ≤ai ≤1 的学生能

够上线,而学习能力高的班级里的学生
L
c( )

1
2 c

kl
- 3

2
θ( ) ≤ai ≤2 的学生能够上

线。 所以总上线率是:

1
2

3 - L
c( )

1
2 c

kh

- 1
2
θ( ) - L

c( )
1
2 c

kl

- 3
2
θ( )é

ë
êê

ù

û
úú

而混合分班制度下的上线率是:

1
2

2 - L
c( )

1
2 c

􀭰k
- θ( )é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
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通过比较两式,我们发现当:

1
2

3 - L
c( )

1
2 c

kh

- 1
2
θ( ) - L

c( )
1
2 c

kl

- 3
2
θ( )é

ë
êê

ù

û
úú ≥ 1

2
2 - L

c( )
1
2 c

􀭰k
- θ( )é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ,

　 　 逆向匹配分层教学制度下上线率最高。 这个不等式也等同于:

1 + L
c( )

1
2

c
1
􀭰k

- 1
kh

- 1
kl

( ) ≥- θ L
c( )

1
2

　 　 (4)
 

当录取分数线
c􀭰k2

c-􀭰kθ( ) 2
≤L≤

ck2
h

c- 1
2
khθ( )

2时,正向匹配分层教学方式下,

学习能力 1≤ai≤2 的学生全部能够上线,但是混合分班会使得部分学习能力

1≤ai≤2 的学生无法上线。 所以我们只需要比较不同的分层教学方式,是正向

匹配还是逆向匹配。
正向匹配分层教学制度下,学习能力 1≤ai≤2 的学生都能够上线,而学习

能力 0≤ai≤1 的学生都不能上线。 所以这种情况下的上线率是
1
2
。

逆向匹配分层教学制度下,学生上线率是:

1
2

3 - L
c( )

1
2 c

kh

- 1
2
θ( ) - L

c( )
1
2 c

kl

- 3
2
θ( )é

ë
êê

ù

û
úú

通过比较,我们发现当:

2 - L
c( )

1
2 c

kh

- 1
2
θ( ) - L

c( )
1
2 c

kl

- 3
2
θ( ) ≥ 0

逆向匹配分层教学制度下上线率最高。
定理 5 的证明:

 

在混合分班教学的情形下,学生的总成绩应为:

∫2

0

c kai( ) 2

c - kθ( ) 2dai =
ck2

c - kθ( ) 2

8
3

而在分层教学的情形下,学生的总成绩应为:

∫1

0

c kai( ) 2

c - 1
2
kθ( )

2dai +∫2

1

c kai( ) 2

c - 3
2
kθ( )

2dai =
ck2

c - 3
2
kθ( )

2

7
3

+ ck2

c - 1
2
kθ( )

2

1
3

如果
ck2

c-kθ( ) 2

8
3

> ck2

c- 3
2
kθ( )

2

7
3

+ ck2

c- 1
2
kθ( )

2

1
3
,我们则有

2
c-kθ( ) 2 > 7

2c-3kθ( ) 2 +

1
2c-kθ( ) 2,经过简化,我们可得以下不等式:

k3θ3 > 12c kθ - c( ) 2
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它等同于:

1 > 12 c
kθ

1 - c
kθ( )

2

由于 2c-3kθ>0,我们可得
c
kθ

> 3
2
。 我们可以推导

c
kθ

1- c
kθ( )

2

> 3
8
,所以不等式不

成立。
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—A
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Analysis
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Abstract　 It
 

has
 

always
 

been
 

a
 

concern
 

for
 

and
 

extensively
 

discussed
 

by
 

education
 

policymakers,
 

school
 

administrators
 

and
 

parents
 

on
 

how
 

to
 

achieve
 

the
 

optimal
 

education.
 

In
 

this
 

paper,
 

we
 

construct
 

a
 

model
 

to
 

compare
 

the
 

performance
 

of
 

mixing
 

with
 

that
 

of
 

ability-based
 

grouping
 

under
 

different
 

objectives
 

of
 

the
 

school
 

administrators.
 

The
 

model
 

is
 

tractable,
 

and
 

flexible
 

enough
 

to
 

incorporate
 

the
 

key
 

variables
 

that
 

affect
 

students􀆳
 

performance,
 

including
 

the
 

teachers􀆳
 

quality,
 

students􀆳
 

ability,
 

students􀆳
 

effort
 

and
 

empirically
 

tested
 

peer
 

effects.
 

Different
 

peer
 

effect
 

mechanisms,
 

including
 

single
 

crossing
 

models,
 

bad
 

apple
 

model,
 

and
 

boutique / tracking
 

model
 

can
 

be
 

incorporated
 

into
 

the
 

model
 

and
 

be
 

analyzed.
 

This
 

model
 

makes
 

a
 

novel
 

contribution
 

to
 

the
 

education
 

economics
 

literature
 

by
 

providing
 

a
 

theoretical
 

framework
 

to
 

understand
 

the
 

effectiveness
 

of
 

the
 

most
 

commonly
 

used
 

education
 

methods,
 

to
 

rationalize
 

the
 

various
 

findings
 

in
 

the
 

empirical
 

studies,
 

and
 

to
 

further
 

help
 

school
 

administrators
 

make
 

the
 

best
 

choice.
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