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工程探索 非线性薛定谔方程数值解法中移动坐标系与

群速度失配问题的探讨

周 月 周祥祥 张晓光

(北京邮电大学电子工程学院,北京 100876)

摘 要 在基于傅里叶变换的非线性薛定谔方程的数值解法中,常出现光脉冲在时间窗口中走

离的现象。在一定情况下,这一现象将影响数值解的正确性。本文从理论上分析了该

现象的缘由,指出移动坐标系在一定条件下将不再与群速度匹配,并从时域、频域两个

角度给出了动态修正方案。通过数值算例,分析了移动坐标系与群速度失配情况下的

数值解,并演示了动态修正的结果。本文的讨论有助于读者对时频域窗口的合理选

择、脉冲走离的动态修正等方面的理解与灵活运用,并有助于引发“非线性光纤光学”
课程的教师和学生对非线性薛定谔方程更深入的思考。
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  非线性薛定谔方程是描述光脉冲在光纤中非

线性传播的基本方程[1,2],广泛应用于飞秒光纤激

光器、超连续谱产生以及光通信等研究领域。迄

今为止,已经发展了多种非线性薛定谔方程的解

析解法和数值解法[3,4]。解析解法包括反散射法、
微扰法、变分法等,数值解法包括有限差分法、有
限元法、分步傅里叶法、龙格 库塔法等。在多数

情况下,非线性薛定谔方程难以获得解析解,因而

非线性薛定谔方程的数值求解在“非线性光纤光

学”的教学与科学研究中发挥着至关重要的作用。
随着数值解法的发展,以分步傅里叶变换为基础

的各类数值解法因其较高的计算精度与效率,成
为当前求解非线性薛定谔方程的主流方法。

在基于傅里叶变换的数值解法中,通常将非

线性薛定谔方程中的线性效应通过傅里叶变换在

频域中处理。数值求解初始化阶段,需要预先设

定时域、频域坐标框架,并在频域中心参考频率处

对光纤的传播常数进行泰勒展开,从而构建在频

域处理的线性算子。为了便于分析脉冲演化,非
线性薛定谔方程的描述常常通过坐标系统变换到

随群速度移动的时间坐标系框架中,这个坐标系

简称移动坐标系。尽管移动坐标系的设置可消除

传播常数中群速度项所引起的线性群延迟,但该

处理方式隐含一个关键假设,即脉冲的载波频率

与传播常数按照频率展开的展开点一致。然而,
光脉冲在光纤中的传播是不断演化的,其载波频

率(对应于中心波长)由于非线性效应难免偏离频

域中心参考频率,这将使得移动坐标系与群速度

初值不再匹配,产生光脉冲在时间窗口中走离的

现象。一定情况下,该现象不会从根本上影响数

值解。而在一些应用场景中,光脉冲在时间窗口

中的严重走离将引起数值解错误。本文从理论上

分析了移动坐标系与群速度失配的缘由,并从时

域、频域两方面给出了修正方案。最后,通过数值

算例分析了在光脉冲载波频率与频域中心参考频

率存在偏移的情况下数值解表现出来的行为,并
利用给出的修正方案演示了修正后的数值解。本

文的讨论可引起读者对基于傅里叶变换的非线性

薛定谔方程的数值解法中移动坐标系与群速度失

配的理解与灵活运用,这对于一些存在大的非线

性频移的应用中谨慎考虑时域、频域窗口的合理

选择以及动态修正脉冲走离等处理有所帮助。本

文的讨论也有助于引发“非线性光纤光学”课程的

教师和学生对于非线性薛定谔方程的更深入的

思考。

1 非线性薛定谔方程及其数值解法

描述光脉冲在光纤中传播时的演化,一般需

要使用微分方程。假定在单模光纤中输入单偏振

的光脉冲,考虑光纤色散与非线性效应(保留到二

阶色散且非线性效应仅含自相位调制效应),其满

足的传播方程可以写为[1]

∂U
∂ξ

=-β1
∂U
∂t-iβ2

2
∂2U
∂t2

+iγ U 2U (1)

其中,U ξ,t  为光脉冲的慢变包络,ξ 为传播距

离,t为时间坐标。β1 和β2 分别为群速度的倒数

和群速度色散,γ 为非线性系数。为聚焦光脉冲

本身,通常习惯在随群速度移动的时间坐标框架

里分析光脉冲的演化,因而常做如下的坐标系统

变换

z=zξ,t  =ξ (2)

T=Tξ,t  =t-β1ξ (3)
则

Uξ,t  =A zξ,t  ,Tξ,t    =Aξ,t-β1ξ  
(4)

将式(4)分别对ξ和t微商

∂U
∂ξ

=
∂A
∂z
∂z
∂ξ

+
∂A
∂T
∂T
∂ξ

=
∂A
∂z -β1

∂A
∂T

(5)

∂U
∂t=

∂A
∂z
∂z
∂t+

∂A
∂T
∂T
∂t =

∂A
∂T

(6)

∂2U
∂t2

=
∂
∂z
∂A
∂T  ∂z∂t+

∂
∂T

∂A
∂T  ∂T∂t =

∂2A
∂T2 (7)

再将式(5)~(7)代入式(1)得到

∂A
∂z =-iβ2

2
∂2A
∂T2+iγ A 2A (8)

其中,A z,T  为光脉冲的慢变包络,z 为传播距

离,T 为随群速度移动的时间坐标。方程右侧第

一项描述光纤的群速度色散,第二项描述自相位

调制效应。在形式上,该方程与含有非线性势项

的薛定谔方程类似(演化量z 扮演着薛定谔方程

中时间演化量的角色),因而在非线性光纤光学中

一般被称为非线性薛定谔方程[1]。该方程通过包

含增益、损耗、高阶色散、自陡峭以及受激拉曼散

射等线性与非线性效应,可以扩展为广义非线性

薛定谔方程,其也是“非线性光纤光学”教学与相
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关科学研究领域的核心方程。
为求解非线性薛定谔方程(其为非线性偏微

分方程),已经发展出多种解析和数值解法,除了

某些能使用逆散射法得到解析解的特殊情况,通
常需要数值方法来求解。近年来,四阶龙格 库塔

交互图法(Fourth-Order
 

Runge-Kutta
 

in
 

the
 

In-
teraction

 

Picture,
 

RK4IP)因其具备高阶精度与

低计算成本的优势,逐渐成为数值求解非线性薛

定谔方程的主流算法之一[4]。RK4IP方法对于非

线性薛定谔方程(8)中的线性项通过傅里叶变换

在频域处理,而非线性项在时域处理。频域的线

性算子和时域的非线性算子分别可以表示为

L̂=
iβ2
2 ω-ω0  2 (9)

N̂ =iγ A 2 (10)
其中,ω 为角频率,ω0 为中心参考角频率。相较于

四阶龙格 库塔法(Fourth-Order
 

Runge-Kutta,

RK4),RK4IP方法通过变量替换将线性效应吸收

进变换中,从而使得求解能够利用传统的显示方

案推进。光脉冲包络A 变换到交互图AI 可以表

示为

AI =exp
h
2L̂  A (11)

其中,h 为纵向步长。式(11)对z 微商得到AI 的

显示演化方程

∂AI

∂z =exp
h
2D̂  N̂exp-

h
2D̂  AI (12)

此时将光脉冲包络A z,T  以单步空间步长h 推

进到A z+h,T  可以表示为

AI =exp
h
2L̂  A z,T  (13)

K1=exp
h
2L̂  ĥN A z,T      A z,T  (14)

K2=ĥN AI +
K1

2  AI +
K1

2
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 (15)

K3=ĥN AI +
K2

2  AI +
K2

2
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 (16)

K4=ĥN exp
h
2L̂  AI +K3    ·

  exp
h
2L̂  AI +K3  (17)

A z+h,T  =exp
h
2L̂  AI +

K1

6 +
K2

3 +
K3

3
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 +

      
K4

6
(18)

值得注意的是,式(11)中选择步长的一半来做变量

替换,这在式(15)和式(16)中相较于RK4法省去了

频域的线性项处理,使其每计算一步能够减少一

半的傅里叶变换操作。另外,RK4IP算法具有局

部五阶oh5  和全局四阶oh4  的高计算精度。
在基于傅里叶变换方法的非线性薛定谔方程

的数值求解之前,需要建立时域、频域的离散化坐

标框架,该框架不仅关系到傅里叶变换的实现精

度,也决定了线性算子的频域处理形式。在时域、
频域之间的离散映射关系中,主要包含五个变量,
即采样点数N、时域和频域窗口宽度Twin 和νwin、
时域和频域采样间隔ΔT 和Δν。它们之间遵循

如下关系

ΔT=
Twin

N =
1

νwin
=
1

NΔν
(19)

可见上述五个变量中,只有两个是独立的。为分

析光脉冲载波频率与中心参考频率偏移引起的移

动坐标系与群速度失配问题,本文选择从频域出

发构建时域、频域坐标框架。具体而言,首先根据

超短光脉冲光谱的带宽需求设置频率窗口宽度,
其次选择合适的采样点数,以确保频率分辨率满

足香农 奈奎斯特采样定理,即Δν<1/2B,其中B
为光信号的最大带宽,从而时域坐标框架也将随

之确定[5]。如上所述,以ν0 为参考中心光频率,
由频域窗口宽度νwin 和采样点数N 可构建光频率

坐标为

νk =ν0+ k-
N
2  νwin

N
(20)

则时间坐标为

Tk =-
Twin

2 +kΔT (21)

其中,k=0,1,2,…,N-1。值得注意的是,虽然

在离散化坐标构建过程中频域坐标中心频率ν0
被初始固定,但实际光脉冲的光谱中心却常常受

到非线性频移等实际因素的影响而偏离ν0。此

时,光脉冲的群速度不再是vg=1/β1 ω0  ,这将

使移动坐标系与光脉冲的实际群速度失配,从而

光脉冲在时间窗口中出现走离等现象。

2 移动坐标系与群速度失配问题及其修正

上一节给出了在群速度移动的时间坐标框架

下的非线性薛定谔方程,在利用基于傅里叶变换
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的数值解法对其求解时(如RK4IP方法),传播常

数βω  往往在某一参考频率点ω0 附近展开,以
获得其各阶展开系数β2、β3 等。这些系数随后被

用于构造在频域实施处理的线性算子,如式(9)。
而在数值求解的实现中,频域坐标的框架往往在

数值求解初始化阶段固定,如上节所述的通过设

置中心角频率ω0=2πν0 来定义频域的取值范围。
此时意味着移动坐标系将以ω0 为参考,即T=t-

β1 ω0  z。然而,光脉冲在光纤中传播是不断演化

的,其载波频率ωc 难免偏离参考频率ω0,这将通

过光纤色散改变光脉冲的群速度。为分析该问题

可能引起的数值解误差,考虑传播常数βω  在参

考频率点ω0 处的泰勒展开

βω  =∑
n≥0

βn

n! ω-ω0  n (22)

而当脉冲中心角频率移动到ωc=ω0+Δω 时,传
播常数在ωc 处展开为

β'ω  =∑
n≥0

β'n
n! ω-ωc  n (23)

比对两次展开的一阶项有

β'1=β1+β2Δω+
1
2β3Δω

2+… (24)

可见,当ωc≠ω0 时,β'1中除了初值β1 以外,还通

过高阶项β2 和β3 等引入了额外的偏移量

Δβ1=β2Δω+
1
2β3Δω

2+… (25)

其与光脉冲载波频率和参考频率的频率差Δω 关

联。因此,光脉冲在光纤中的演化导致动态的

Δω,从而使得移动坐标系难以与脉冲的移动速度

同步。在离散傅里叶变换的周期性条件下,当脉

冲频移较大时脉冲将可能滑出时间窗口并从另一

侧返回,甚至与时间窗口内其他分量重叠发生干

涉。又如在一些存在边界条件的数值算例中,由
于脉冲走离被边界条件吸收,这均会严重影响数

值结果。
一般情况下,在非线性薛定谔方程的数值求

解中,通过精确设置频域参考频率以及选择合适

的时间窗口,可以避免移动坐标系与群速度失配

的问题,或者使光脉冲在时间窗口中合理走动。
然而在一些特殊情形下,时域、频域离散化坐标框

架受到一定限制,在数值求解中采用动态修正是

必要的,以避免数值解出错。例如,在以噪声为初

始条件的锁模光纤激光器的应用中[6],初始载波

频率通常偏离数值求解初始化阶段设定的参考频

率。虽然这个频率偏移可能较小,但光纤激光器

从初始条件到稳态振荡需要大量的往返迭代,此
时如果脉冲在时间窗口中的走动不受控制,将可

能导致数值解无法收敛。另外,在诸如拉曼频移

等非线性效应发挥重要作用的情况下,大的频移

将导致脉冲在时间窗口内的位置快速变化。比

如,在上一节中对时频域坐标框架的讨论,在满足

一定精度的条件下确定采样点后,时域、频域窗口

范围成反比关系。要数值求解足够大的频移现

象,时域窗口势必会小一些,此时频移引起的脉冲

走离将需要谨慎考虑。在数值求解中,从时域、频
域两个方面均可以动态地修正移动坐标系与群速

度失配的问题。
在频域中,如式(25)所描述的群速度偏移量

Δβ1 是可以通过动态计算Δω 来修正的,从而使移

动坐标系与光脉冲的实际群速度匹配,其时域延

迟信息也可从偏移量得来

ΔT=Δβ1·z (26)
然而,光脉冲在光纤中的传播有可能使得光谱演

化为非对称的复杂形状,这对于精确计算Δω 是

困难的,因而可能出现残余的脉冲走离情况。在

时域中,可以通过动态地检测光脉冲的时间质心

并将其与时域窗口中心重新对齐,从而避免因移

动坐标系与群速度失配所导致的脉冲走离问题。
该方法不仅能够有效规避由脉冲走离引起的数值

解误差,其所计算出的时延信息也便于存储分析。
脉冲在时间窗口的质心可通过一阶矩得到

Tc =∫T·A T  2dT

∫A T  2dT
(27)

通过傅里叶变换和相位补偿,脉冲将被平移至时

间窗口中心

� 
-1 � A T    ·exp-iω-ω0  Tc    

(28)
其中,� ·  和�-1 ·  分别为傅里叶正、逆变换。

需要指出的是,对脉冲在时间窗口中的走离

进行动态补偿时,需要及时保留相关的时延信息,
这在一些包含干涉等应用场景时变得非常重要。

3 数值算例

在前文讨论的基础上,本小节给出几个数值
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算例,揭示当光脉冲载波频率与数值求解初始化

阶段设定的中心参考频率存在偏移时,移动坐标

系将不再与实际的脉冲群速度匹配,从而出现脉

冲在时间窗口中的走离现象。利用上一节中的修

正方法,分别展示了两种方法动态修正的结果。
本文采用RK4IP方法对移动坐标系下的非

线性薛定谔方程(8)数值求解,选取光纤色散系数

β2=-20ps2/km,非线性系数γ=1.2W-1km-1,
计算0.5阶光孤子在100

 

m光纤中的传播,其数

值解如图1所示。图1中左侧(图1(a)、(c)、(e)、
(g))均为光孤子在光纤中传播的时域演化,而右

侧(图1(b)、(d)、(f)、(h))均为频域演化。在图1
(a)、(b)所示的数值算例中,频域离散化坐标的中

心波长(对应于中心参考频率)为1550nm,光孤子

中心波长(对应于脉冲载波频率)与之相同。图1
(a)、(b)中,由于0.5阶孤子在光纤中传播,光纤

色散相较于自相位调制效应占主导地位,时域脉

冲在传播过程中逐渐展宽,频域中光谱略微压缩。
在图1(b)中可见此时脉冲中心波长与频域参考中

心波长一致,且在图1(a)中时域脉冲沿着光纤传

播始终位于时间窗口中心。正如上一小节的讨

论,当光脉冲载波频率与频域参考中心频率一致

时,数值求解中移动坐标系与群速度不会出现失

配。这里值得注意的是,在频域坐标框架离散化

过程中,可能通常因傅里叶变换算法的效率问题

选择2的整数次幂为离散化采样点数,这将可能

因为偶数离散点而使得频域离散化坐标中心略偏

于参考中心频率,这将使脉冲走离在施加大的色

散量时变得明显。在图1(c)、(d)所示的数值算例

中,光孤子中心波长设为1560nm,其与频域中心

参考波长存在偏移。此时,脉冲在时域、频域的演

化同样表现出0.5阶光孤子沿光纤传播中时域脉

冲逐渐展宽,频域光谱略有压缩的行为。然而,
图1(c)中脉冲在时间窗口中持续延迟至边缘,这
正是初始光孤子的中心波长与频域中心参考波长

偏移所导致的,如图1(d)中光谱中心波长相较于

频域中心参考波长1550nm向长波长偏移(红移)
了10nm。在式(25)描述的群速度偏移量中,由于

β2 和Δω 均小于0,从而群速度vg=1/β1 因增量

Δβ1 而变慢,这也反应了反常色散下长波长分量

的传播慢于短波长分量(蓝快红慢)的现象。在

图1(e)、(f)所示的数值算例中,入射光孤子的中

心波长仍设为1560nm,并且在该算例中采用了上

一小节中介绍的频域动态修正方案。在该算例

中,尽管光谱中心波长与频域中心参考频率存在

偏移,如图1(f)所示,但脉冲在光纤传播过程中,
图1(e)的时域脉冲始终保持在时间窗口中心,这
正是在频域中通过计算引入的群速度偏移量并进

行修正的结果。此时应该注意,如果脉冲光谱在

光纤中传播过程中演化为非对称的复杂形状,则
群速度偏移量的准确计算将变得困难,因而可能

出现残余的时域脉冲走离。在图1(g)、(h)所示

的数值算例中,入射光孤子的中心波长仍偏移频

域中心参考频率,如图1(h)设在1560nm处。在

该算例中,对移动坐标系与群速度失配采用了上

一小节介绍的时域动态修正方案。如图1(g)所
示,可见脉冲在光纤传播的过程中始终保持在时

间窗口中心。在时域中进行动态修正,即便频域

光谱演化为复杂形状,仍然具有良好的效果,一般

不需要担心残余走离的问题。对比上述四个算

例,在图1(a)、(b)中,入射脉冲光谱中心波长与频

域中心参考波长一致,不存在移动坐标系与群速

度失配,脉冲在时间窗口中不会走离。在图1(c)、
(d)中,由于入射脉冲光谱中心波长偏离频域中心

参考波长,其时域脉冲相较于图1(a)出现了严重的

走离。在图1(e)、(f)中,虽然入射脉冲中心波长与

频域中心参考波长存在偏移,但其在频域动态修正

的情况下,时域脉冲相较于图1(c)没有出现走离,
且与不存在频率偏移的图1(a)一致。类似的,图1
(g)、(h)中,因采用了时域的动态修正方案,脉冲在

时域没有出现走离且与图1(a)保持一致。
上述数值算例表明,在利用基于傅里叶变换

的数值解法对移动坐标框架下的非线性薛定谔方

程的求解中,可能出现移动坐标系与群速度失配

而导致脉冲在时间窗口走离的现象。在非线性光

纤光学领域,阿戈沃(G.P.Agrawal)
 

教授的《非
线性光纤光学》在国际上具有很大影响力,是被广

泛认可并使用的教材之一[1]。该书在4.4.3节中

讨论脉冲内拉曼散射时仅指出拉曼频移通过光纤

色散反过来改变了脉冲在时域的位置。本文的讨

论引起“非线性光纤光学”课程的老师与学生对于

非线性薛定谔方程更深入的思考。例如,在具有

大的频移的拉曼孤子自频移等现象中,需要谨慎

考虑时域、频域离散化窗口的折中;或者,在光谱

动态演化而难免导致脉冲走离的情况下,有时需

采用合适的修正方案。
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图1 光孤子(0.5阶)在反常色散光纤中传播的时域(左)、频域(右)演化

其中(a)、(b)的入射脉冲中心波长与频域中心参考波长一致;
 

(c)~(h)
 

的入射脉冲中心波长与频域中心参考波长偏移10nm;对于(c)~
(h)

 

中移动坐标系与群速度失配引起的脉冲走离,(c)、(d)
 

没有使用动态修正;
 

(e)、(f)
 

在频域动态修正;
 

(g)、(h)
 

在时域动态修正

4 结语

在基于傅里叶变换的非线性薛定谔方程的数

值解法中,时常会出现光脉冲在时间窗口中的走

离现象。本文从理论上分析了该问题出现的原

因:当光脉冲的载波频率与数值求解初始化阶段
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设定的频域中心参考频率存在偏移时,移动坐标

系将不再与实际光脉冲群速度匹配。在这种情况

下,时频域离散化坐标框架的合理选择需要谨慎

考虑,甚至在一些应用场景下需进行必要的动态

修正。针对此问题,本文给出了在时域或者频域

的修正方案,并在几个数值算例中演示了其效果。
本文的讨论将有助于引发“非线性光纤光学”课程

的教师和学生对非线性薛定 谔 方 程 更 深 入 的

思考。
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