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基于COMSOL的细长杆弯曲振动App开发

徐 银 朱泉冰 谭凯中 杜秀彬 尼 浩 周 伟 王 龙

(中国石油大学(华东)理学院,山东
 

青岛 266580)

摘 要 在动态法测量固体材料的杨氏模量实验中,学生难以理解模型并确定基频共振频率。
针对此问题,本文利用有限元软件COMSOL:

 

Multiphysics(简称
 

COMSOL)进行数

字化课程资源建设的探索,完成了等截面、变截面细长杆弯曲振动的App开发。通过

输入几何参数、材料参数等,可自动完成几何建模、网格划分,并基于有限元计算及后

处理可视化,输出细长杆特征频率(包括基频和高阶)、节点位置、相应振型及谐响应

等。仿真后特征频率以及节点位置与理论公式计算值进行对比。结果表明,仿真结果

具有准确性、可靠性。App经过编译可不依赖于COMSOL直接运行,不仅对教学具

有良好的辅助作用,同时在实际工程结构设计、振动控制中具有重要的参考应用价值。
关键词 COMSOL;弯曲振动;基频共振频率;App开发
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Abstract In
 

dynamic
 

measurements
 

of
 

Young􀆳s
 

modulus
 

for
 

solids,
 

students
 

often
 

struggle
 

to
 

grasp
 

the
 

model
 

and
 

identify
 

the
 

fundamental
 

resonant
 

frequency.
 

This
 

paper
 

addresses
 

this
 

by
 

exploring
 

the
 

use
 

of
 

the
 

finite
 

element
 

software
 

COMSOL:
 

Multiphysics
 

(hereinafter
 

referred
 

to
 

as
 

COMSOL)
 

in
 

building
 

digital
 

teaching
 

resources.
 

Specifically,
 

it
 

presents
 

the
 

develop-
ment

 

of
 

an
 

App
 

for
 

analyzing
 

the
 

bending
 

vibrations
 

of
 

prismatic
 

and
 

tapered
 

slender
 

rods.
 

The
 

App
 

allows
 

users
 

to
 

input
 

geometric
 

and
 

material
 

parameters,
 

automating
 

geometry
 

crea-
tion

 

and
 

meshing.
 

Using
 

finite
 

element
 

analysis
 

and
 

post-processing
 

visualization,
 

it
 

outputs
 

key
 

data
 

of
 

slender
 

rods,
 

such
 

as
 

natural
 

frequencies
 

(including
 

fundamental
 

and
 

higher
 

modes),
 

nodal
 

positions,
 

mode
 

shapes,
 

and
 

harmonic
 

responses.
 

A
 

comparison
 

of
 

the
 

simula-
ted

 

natural
 

frequencies
 

and
 

nodal
 

positions
 

with
 

theoretical
 

values
 

shows
 

the
 

simulation􀆳s
 

accu-
racy

 

and
 

reliability.
 

The
 

compiled
 

App
 

can
 

run
 

independently
 

of
 

COMSOL,
 

aiding
 

teaching
 

and
 

ser-
ving

 

as
 

a
 

valuable
 

reference
 

in
 

practical
 

engineering
 

structure
 

design
 

and
 

vibration
 

control.
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  动态法测量固体材料的杨氏模量实验[1],基
于等截面细长杆弯曲横振动方程[2],通过测量其

基频共振频率最终确定材料的杨氏模量,该方法

适用于各种金属材料、脆性材料;等截面细长杆自

由弯曲振动的数学模型为四阶偏微分方程,该方

程的建立和求解学生理解起来有一定的难度[3]。
实际实验操作中,由于细长杆、换能器、支撑系统

的基频、一次谐波、高次谐波等均可以发生共振,
因此需要首先进行基频共振频率的估算,从而排

除频率干扰。同时在实际应用中,材料可能是变

截面,其截面面积、惯性矩将沿细长杆轴向改变,
基频共振频率的估算将无公式可循。因此基于有

限元软件COMSOL,开发这样的一套 App,通过

频率提取和模态分析,获得等截面、复杂截面、变
截面细长杆的基频共振频率,具有非常重要的意

义。在实际的工程结构设计、振动控制中,如塔

吊,烟筒的风振、机翼的振动等,也可基于该模

型[4]进行研究。因此,App的开发对于实际工程

设计和应用亦有较高的参考价值。

1 细长杆弯曲振动模型

1.1 细长杆自由横振动

密度为ρ、长度为L 且远远大于直径d 的均

匀圆形截面细长杆,受到竖直方向的载荷,作微小

弯曲振动,如图1所示;细长杆发生弯曲,变形后

的横截面仍保持为平面且垂直于形心轴,忽略剪

切变形及转动惯量的影响,符合欧拉 伯努利梁

模型[5]。

图1 欧拉—伯努利梁示意图

(a)
 

等截面细长杆;
  

(b)
 

变截面细长杆

若细长杆为等截面,如图1(a)所示,其振动方

程可以表示为

ρS
∂2y
∂t2

+EJ∂
4y
∂x4=0 (1)

其中,ρ为材料密度,J 为惯性矩,S 为棒的截面

积,E 为材料的杨氏模量。由文献[6],其通解可以

表示为

y(x,t)=(a1coshKx+a2sinhKx+a3cosKx+
a4sinKx)·bcos(ωt+φ) (2)

其中,a1、a2、a3、a4、b为常数,ω=K2 EJ
ρS
,其中

K 称为本征值,由自由振动边界条件,即 KiL=
0,4.730,7.853…;振型函数可以表示为

X(x)=a1coshKx+a2sinhKx+a3cosKx+
a4sinKx (3)

式(3)中振型函数为零的点即为节点。
如果细长杆为变截面,如图1(b)所示,J、S

均为与横坐标位置x 相关的函数,其振动方程为

∂2

∂x2 EJ(x)∂
2y
∂x2

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 +ρS(x)

∂2y
∂t2

=0 (4)

式(4)为变系数偏微分方程,通常没有解析解,只
能通过数值方法近似求解。

1.2 考虑瑞利阻尼的强迫振动原理及求解

实际细长杆的振动过程中必然存在阻尼;考
虑常见的瑞利阻尼,引入质量阻尼α 和刚度阻尼

β,假设外部作用周期性的力为f(x,t),则其横向

振动方程为[7]

ρ
∂2y
∂t2

+αρA
∂y
∂t+βEI

∂5y
∂x4∂t

+EI∂
4y
∂x4=f(x,t)

(5)

  根据振型叠加法,最终通解可写为

y(x,t)=∑
∞

n=1

(Cne
-ζnωntcos(ω'nt)+

Dne
-ζnωntsin(ω'nt))Yn(x)+

∑
∞

n=1
AnYn(x)sin(ωt) (6)

其中,Cn,Dn 是由初始条件确定的参数,Yn 为振

型函数,An 为强迫振动的模态幅值,ζn 为每个模

态的阻尼比,ω 为外部作用力的角频率,ωn 为每

个模态的固有频率,ω'n为考虑阻尼后的振动频率。

2 开发设计

整个设计分为等截面以及变截面两部分。其
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中等截面细长杆弯曲振动作为基本内容,通过梁

单元建模求解,可将理论计算、实验测量结合对

比;变截面细长杆弯曲振动作为实验的拓展探究,
采用实体单元建模。根据模型及预期实现的功

能,如特征频率、节点位置、振动模态等,确定变化

参数,定制App界面,最后编译为exe文件发布,
具体的开发流程如图2所示。

图2 App开发流程图界面展示

主界面将等截面和变截面细长杆两部分集

成,如图3(a)所示;通过点击动画下方的按钮,可
进入相应板块。图3(b)、(c)分别为等截面、变截

面细长杆弯曲振动的交互和输出界面,整体上共

分为五个模块:(1)标题菜单栏模块,(2)输入与计

算模块,(3)基本原理模块,(4)可视化模块,(5)结
果输出模块。

(1)
  

标题菜单栏模块:标题菜单栏的子菜单

中分别是文件、图形以及模型,便于用户保存当前

文件、数据,对可视化窗口以及计算求解重新调

整等。
(2)

  

输入与计算模块:在输入与计算模块中,
用户可输入细长杆的长度(L)、截面直径(d)、泊

松比(nui)等参数。点击网格划分按钮后,显示网

格划分和单元方向。为满足细长条件,规定了参

数范围:L∈(0,1],d∈(0,0.1](参数均要大于

零,且为国际单位制)。在输出模块的左侧表格中

显示计算的特征频率,在可视化窗口中绘制对应

特征频率下的节点位置。原理模块中是特征频率

的理论值,输出模块右侧显示理论节点位置,以便

对比。在等截面表单中引入了谐响应分析、受迫

振动分析。谐响应分析时,考虑到实验中用到的

金属铜棒,频率提取范围定为[0,3000]Hz,其输

出分别为细长杆随频率变化的应力曲线以及平均

位移曲线。受迫振动是在整个细长杆上施加单位

长度上周期性变化的力,输出为杆中心点处的应

力 时间变化曲线以及位移 时间变化曲线,其中

阻尼类型默认值为瑞利阻尼。
(3)

 

基本原理模块:等截面中,引入模型的理

论推导公式,输出由理论公式计算的特征频率,便
于与仿真结果进行对照。

(4)
 

可视化模块:可以查看计算后的结果曲

线、振型动画等。
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图3 App界面

(a)
 

软件主界面图;
 

(b)
 

等截面细长杆研究界面;
 

(c)
 

变截面细长杆研究界面
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  (5)
 

结果输出模块:采用表格显示,左侧表格

显示由仿真计算得到的特征频率、阻尼比、品质因

子、节点位置等参数;右侧表格显示理论计算出的

节点位置;变截面细长杆的界面类似。

图4 细长杆的振型及节点位置图

(a)
 

等截面细长杆基频振型图;(b)
 

变截面细长杆基频振型图;
 

(c)
 

等截面细长杆基频节点位置图;
 

(d)
 

变截面细长杆基频节点位置图

3 结果及评价

3.1 振型及节点位置分析

由于振动的能量主要集中在低频,因此主要

研究的是细长杆基频、一次谐波、二次谐波及对应

振型,等截面与变截面细长杆基频对应的振型及

节点位置对比如图4所示。
由图4(a)、(b)可知,L=0.18m,d=0.0079m

的等截面细长杆在自由振动时,基频为857.60Hz;

L=0.18m,D0=0.01m,D1=0.05m的变截面细

长杆的基频为822.23Hz,色图的颜色代表了细长

杆变形时的不同的位移振幅。由图4(c)、(d)可
知,等截面细长杆两端变形对称分布,而变截面两

端的振幅不同,节点位置也不再对称,截面的变化

影响了节点位置的对称性;通过 App计算,可以

快速获得共振频率、相应振型和节点位置。

3.2 等截面细长杆周期性强迫振动

假设等截面细长杆整体做周期性强迫振动,
取均匀截面细长杆中点位置进行研究。图5是输

出的等截面细长杆中点处应力、位移 时间的变化

关系。
图5(a)是中心点处应力与时间的关系,达到

峰值的时间约为0.031s,峰值应力为0.999MPa;
图5(b)显示了等截面细长杆中点处位移与时间

的关系,达到峰值的时间为0.031s,峰值位移为

19.526mm。杆在受力振动过程中应力与位移均

随时间呈现周期性变化,这种应力变化表明杆在

振动过程中经历了拉伸和压缩的交替作用。通过

观察最大位移及相应时间,可以反映出振动的

强度。

3.3 等截面细长杆的谐响应分析

对L=0.18m,d=0.0079m的等截面细长杆

进行谐响应分析;选取细长杆的中心点研究,其输

出的位移 频率变化关系如图6所示。
从图 6 中 可 以 看 出 基 频 振 动 时,频 率 为
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图5 等截面细长杆中点处位移及应力与时间的关系

(a)
 

细长杆中点处应力与时间关系;
   

(b)
 

细长杆中点处位移与时

间关系

图6 中心点谐波波峰位移图

858.00Hz时,理 论 计 算 的 基 频 共 振 频 率 值

857.60Hz,相对误差约为0.05%,也验证了仿真

结果的正确性。

3.4 结果评价

为进一步验证,将等截面细长杆共振频率(基
频、一次谐波)以及基频、一次谐波的节点位置及

其相对误差列于表1、表2:

表1 共振频率数据对比表

振动模态 理论值/Hz 仿真值/Hz 相对误差/%

基频 829.91 857.60 3.3

一次谐波 2287.59 2364.00 3.3

表2 节点位置数据对比表

理论值/cm 仿真值/cm 相对误差/%

基频节点1 4.032 4.035 0.074

基频节点2 13.968 13.965 0.021

一次谐波节点1 2.376 2.378 0.084

一次谐波节点2 9.000 9.000 0.000

一次谐波节点3 15.624 15.622 0.013

  由表1、表2可知,基频以及一次谐波振动模

态的相对误差均小于5%,节点位置的相对误差均

小于0.1%,进一步验证了 App计算结果的准确

性。根据输入几何尺寸参数,系统自动计算单元

大小,并按“常规”网格进行划分。本次计算最大

单元大小0.018m,最小单元大小0.00324m,共计

20个边单元。谐响应分析中边界条件通过施加

单位长度的力来控制,因此网格精度、边界条件等

均是误差产生的主要原因。

4 结语

通过COMSOL对细长杆弯曲振动的App开

发,是基于有限元计算进行数字化物理课程资源

建设的探索,其计算输出结果具有科学的物理意

义。通过改变不同的参数,不仅可以获得等截面

细长杆的节点位置、共振频率和振型,还可进行二

者输出结果的直观对比,增加了实验内容的广度

和深度,提升了课程的“高阶性”。同时,引导学生

将其用于实际工程领域,以解决复杂物理问题,如
结构 桁 架、电 视 塔 的 风 振 问 题[8,9]及 振 型 分

析[10-12];或用于确定桥梁或高层建筑的结构薄弱

点,提高其稳定性[13-15]等,突出了实验“创新性”。
通过后续更改模型、修改边界条件等拓展研究,可
揭示更多的物理机制,增加了“挑战度”。因此,

App资源开发基于实验课程,面向实际应用,不仅

可提升课程的“两性一度”,在实际工程领域中亦

具有重要的参考价值。
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