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摘 要 本文通过开发参数化维度映射策略,利用COMSOL
 

Multiphysics软件实现了对一维

无限深势阱中多粒子量子系统的数值模拟研究,通过建立粒子坐标与软件内置空间维

度的非定域对应关系,克服了高维量子系统的计算复杂性。通过对单电子、双电子和

三电子系统的分析,探讨了库仑相互作用对波函数分布和能级结构的影响。结果表

明,在双电子系统中,库仑相互作用使波函数概率密度集中在电子距离较远的区域,并
显著提高了系统总能量。对于不同电子数目,能量 宽度依赖关系(即基态能量随势阱

宽度的变化规律)可以分为动能和势能两部分的贡献,前者与势阱宽度的二次方成反

比,后者与势阱宽度的一次方成反比。通过引入有效幂次分析,发现随着电子数增加,
能量与势阱宽度的关系趋于线性反比。该方法学创新显著降低了多体量子系统的教

学演示难度,研究结果为深入理解低维量子系统中电子间相互作用的影响提供了新的

视角。
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Abstract This
 

paper
 

presents
 

a
 

numerical
 

simulation
 

study
 

of
 

a
 

multi-particle
 

quantum
 

sys-
tem

 

in
 

a
 

one-dimensional
 

infinite
 

potential
 

well
 

using
 

COMSOL
 

Multiphysics
 

software
 

by
 

de-
veloping

 

a
 

parameterized
 

dimension
 

mapping
 

strategy.
 

By
 

establishing
 

a
 

non-separable
 

corre-
spondence

 

between
 

particle
 

coordinates
 

and
 

the
 

built-in
 

spatial
 

dimensions
 

of
 

the
 

software,
 

the
 

computational
 

complexity
 

of
 

high-dimensional
 

quantum
 

systems
 

is
 

overcome.
 

The
 

analysis
 

of
 

single-electron,
 

two-electron,
 

and
 

three-electron
 

systems
 

reveals
 

the
 

impact
 

of
 

Coulomb
 

inter-
actions

 

on
 

the
 

wave
 

function
 

distribution
 

and
 

energy
 

level
 

structure.
 

It
 

is
 

found
 

that
 

in
 

the
 

two-electron
 

system,
 

Coulomb
 

interaction
 

concentrates
 

the
 

probability
 

density
 

of
 

the
 

wave
 

function
 

in
 

regions
 

where
 

the
 

electrons
 

are
 

farther
 

apart
 

and
 

significantly
 

increases
 

the
 

total
 

energy
 

of
 

the
 

system.
 

For
 

different
 

numbers
 

of
 

electrons,
 

the
 

energy-width
 

dependence
 

rela-
tionship

 

(the
 

rule
 

of
 

how
 

the
 

ground
 

state
 

energy
 

changes
 

with
 

the
 

width
 

of
 

the
 

potential
 

well)
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can
 

be
 

divided
 

into
 

contributions
 

from
 

kinetic
 

and
 

potential
 

energy.
 

The
 

former
 

is
 

inversely
 

proportional
 

to
 

the
 

square
 

of
 

the
 

potential
 

well
 

width,
 

while
 

the
 

latter
 

is
 

inversely
 

proportional
 

to
 

the
 

first
 

power
 

of
 

the
 

potential
 

well
 

width.
 

By
 

introducing
 

effective
 

power
 

analysis,
 

it
 

is
 

discovered
 

that
 

as
 

the
 

number
 

of
 

electrons
 

increases,
 

the
 

relationship
 

between
 

energy
 

and
 

po-
tential

 

well
 

width
 

tends
 

to
 

be
 

inversely
 

proportional
 

in
 

a
 

linear
 

manner.
 

This
 

methodological
 

innovation
 

significantly
 

reduces
 

the
 

difficulty
 

of
 

teaching
 

demonstrations
 

of
 

multi-body
 

quan-
tum

 

systems,
 

and
 

the
 

research
 

findings
 

provide
 

a
 

new
 

perspective
 

for
 

a
 

deeper
 

understanding
 

of
 

the
 

effects
 

of
 

electron
 

interactions
 

in
 

low-dimensional
 

quantum
 

systems.
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  一维无限深势阱模型是量子力学中一个经典

且具有重要研究意义的模型。该模型通过简化三

维问题,为理解量子力学中的基本概念和现象提

供了一个理想的途径。特别是,它揭示了量子力

学中一些重要的特性,如能级的离散性和波粒二

象性。在这一模型中,粒子被限制在一个无限深

的势阱内运动,而在势阱边缘,势能跃变为无穷

大,限制了粒子的运动范围。这一特点使得一维

(无限深)势阱成为研究量子力学教学和基础理论

的重要工具,并且有相当多的研究都是以它为出

发点[1-2]。
然而,在研究双粒子和三粒子系统时,除了考

虑无限深势阱的势能外,还必须引入电子之间的

库仑相互作用[3-4]。这种相互作用显著增加了系

统的复杂性,但也为研究多体问题中的量子效应

提供了新的视角,特别是在有限的条件下,粒子间

的相互作用对系统性质的影响。需要指出的是,
通常在单粒子情况中,解析求解相对较为容易;然
而,涉及多粒子情况时(例如氦原子问题),解析求

解往往需要大量的近似方法且难度较大。尽管在

数值模拟上可以基于第一性原理等前沿的技术手

段,但通常需要构建复杂的哈密顿矩阵并实施系

统化的编程计算,这对量子力学本科教学实践而

言存在显著的技术门槛。本研究将利用 COM-
SOL对多电子系统进行研究。COMSOL是一款

基于有限元方法的数值计算软件,具有操作简便、
拓展性强的优点,广泛应用在各个领域[5-8],在教

学领域也有广泛应用[9-10]。本文首次将其拓展到

量子多体问题研究,创新性地将多个粒子的一维

运动自由度映射到软件内置的空间维度(例如,x
方向对应粒子1,y 方向对应粒子2,z方向对应粒

子3,依此类推),从而实现对多粒子系统的全关联

量子态建模。
在验证上述数值方法的正确性后,本研究旨

在进一步拓展对一维多粒子系统的研究,重点探

讨库仑相互作用对波函数特性的影响。本研究对

一维双粒子和三粒子系统在无限深势阱中的行为

进行深入分析,重点研究库仑相互作用如何影响

系统的基态能量及其随势阱宽度的变化规律。通

过精确的数值方法,揭示粒子相互作用对系统能

级结构和空间分布的影响,为理解低维量子系统

中的多体效应提供新的视角和理论支撑。

1 一维无限深势阱模型回顾

在进入一维双粒子和三粒子系统的研究之前

先对单粒子模型进行一个简单的回顾。定态薛定

谔方程为

-
❋2

2m
d2ψ
dx2+Vψ=Eψ (1)

其中,❋是约化普朗克常数,m 是粒子质量,E 是

本征值能量。在一维无限深势阱中,势能V 的表

达式为

V(x)=
0, 0≤x≤a
∞, 其他 (2)

其中,a 为势阱宽度。通过求解式(1),可以得到

一维无限深势阱的本征值表达式为

En =
n2π2❋2

2ma2
(3)

其中,n 为正整数。为了验证这一理论结果的准

确性,本 研 究 使 用 COMSOL 中 的“系 数 形 式

PDE”接口对一维单粒子在无限深势阱中的运动

进行数值模拟。模拟结果显示的波函数图像如

图1所示。本研究在模拟中通过使用Dirichlet边
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界条件来实现深势阱两侧势能无限高的特点,从
而准确模拟出粒子在势阱中的量子行为。

图1 一维无限深势阱COMSOL模拟结果(10nm宽)

为了验证COMSOL的数值解,本研究将其

与教科书[11-12]中的理论结果进行了比较。简单起

见,选取电子为考察对象。在计算中取a=10nm,

π=3.14159,❋=1.054573×10-34J·s,m=me=
9.10956×10-34kg,并且选择n 值为1到4。通过

计算得到的能量本征值与COMSOL的数值结果

进行了比对,发现两者非常接近,区别仅出现在小

数点后第四位(误差不超过0.01%),具体结果如

表1所示。

表1 教科书结果和COMSOL计算结果比较

n 教科书结果/J COMSOL计算结果/J

1 6.0246×10-22 6.0247×10-22

2 2.4098×10-21 2.4099×10-21

3 5.4221×10-21 5.4222×10-21

4 9.6393×10-21 9.6395×10-21

  从上述对比中可以看出,COMSOL
 

的计算结

果与理论值高度吻合,验证了其在求解量子力学

问题中的精确性和可靠性。

2 一维双粒子在无限深势阱的运动

假设在一维无限深势阱中有两个电子(不考

虑自旋),它们之间受到库仑相互作用。在这种情

况下,双粒子定态薛定谔方程可以写成如下形式

-
❋2

2m1

d2ψ
dx2

1
-

❋2

2m2

d2ψ
dx2

2
+

e2

4πε0
1

x1-x2
ψ=Eψ

(4)
其中,x1 和x2 分别表示两个电子的位置,m1=

m2=me 是电子的质量,e 是电子的电荷,ε0 是真

空介电常数。设无限深势阱的宽度为a=10nm,
附加 Dirichlet边界条件,即在x1=0、x1=a 和

x2=0、x2=a 处波函数ψ(x1,x2)都为零。这反

映了电子被限制在一个二维矩形势阱内,无法逃

逸到外部。
由于上述薛定谔方程含有关于|x1-x2|的库

仑势项,粒子间的运动耦合在一起,使得方程无法

通过分离变量的方法解析求解。为此,本文仍然

使用COMSOL,通过在数学接口中将式(4)转化

成弱形式进行数值求解。
通过数值模拟,可获得系统的基态和第一个

激发态的波函数分布,结果如图2所示。为了便

于展示,本研究采用二维平面的方式绘制定态波

函数的概率密度分布(等高线表示)和概率模平方

分布(热力图表示),其中横轴为粒子1的位置x1,
纵轴为粒子2的位置x2。

图2 双电子在一维无限深势阱中本征波函数COMSOL
模拟结果(10nm宽)

(a)
 

引入库仑势后定态波函数基态图像;
 

(b)
 

引入库仑势后定态波

函数第一激发态图像;
 

(c)
 

不引入库仑势定态波函数基态图像;
 

(d)
 

不引入库仑势定态波函数第一激发态图像

在不考虑库仑相互作用的情况下,即将库仑

势项从薛定谔方程中去除,两个电子在一维无限

深势阱中的运动是相互独立的。此时,系统的总

波函数可以表示为两个单粒子波函数的乘积,能
量为单粒子能级之和。由于没有相互作用,波函
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数在(x1,x2)整个平面上弥散(等价于一个电子在

二维无限深势阱的运动),体现了两个电子在势阱

内的对称性(见图2(c)(d))。这种情况下,系统的

能级具有简并性,能量仅取决于单粒子的量子态。
引入库仑相互作用后,情况发生了显著变化。

库仑势使得两个电子的运动相互耦合,导致系统

的能级结构和波函数分布发生改变。数值模拟结

果显示,每个本征态是二重简并的,波函数的非零

区域集中在(x1,x2)平面的特定区域,例如左上角

或右下角(图2中仅展示了左上角的情况)。这种

波函数分布反映了两个电子由于相互排斥而倾向

于远离彼此。
具体而言,对于基态,波函数的概率密度和模

平方在(x1,x2)≈(±3.6nm,∓3.6nm)附近达到

最大值。这意味着两个电子最有可能出现在彼此

相距较远的位置,即一个靠近势阱的左侧,另一个

靠近右侧。对于第一个激发态,波函数的概率密

度和模平方的峰值出现在(x1,x2)≈(±3.9nm,

∓2.3nm)以及(x1,x2)≈(±2.3nm,∓3.9nm)
附近。这表明,在激发态下,电子仍然倾向于保持

一定的相对距离,但与基态相比,它们的位置分布

发生了变化:在最可能出现的位置,两个电子之间

的距离相较于基态有所减小。
上述结果符合物理预期。由于电子具有相同

的负电荷,库仑相互作用使它们彼此排斥,因此系

统的波函数在|x1-x2|较大的区域具有更高的概

率密度。与此同时,无限深势阱的边界条件限制

了电子既不能无限远地离开对方,也不能无限接

近势阱的边界。这种竞争关系导致了波函数在

(x1,x2)平面上特定区域的集中。
此外,由于库仑势的存在,系统的总能量相对

于无相互作用的情况显著提升。数值计算表明,
本征能量升高了一个数量级。这是因为电子间的

库仑势增加了系统的势能,使得总能量增大。
从量子力学的角度看,电子的这种分布反映

了能量和空间分布之间的关系。基态对应于系统

能量最低的状态,电子尽可能地远离彼此以降低

库仑势能。而在激发态下,电子可能更接近一些,
但这会增加系统的总能量。

值得注意的是,系统的对称性导致了能级的

简并性。由于库仑势仅依赖于|x1-x2|,交换两

个电子的位置(即x1 和x2 对调)并不改变系统的

势能。因此,波函数可以是对称的或反对称的,导

致每个能级都是二重简并的。

3 不同电子数目下的能量 宽度依赖关系

3.1 变化分析及拟合

在探索一维无限深势阱中电子的基态能量随

势阱宽度的变化时,考虑电子数目的影响是至关

重要的。对于单电子系统,问题相对简单,因为没

有电子之间的相互作用。但当系统中存在两个或

更多电子时,需要考虑电子之间的库仑相互作用,
而库仑相互作用又会反过来影响电子的动能,这
需要深入分析动能和势能的贡献。从总能量角度

出发,总能量显然包括电子的动能和库仑势能的

贡献

Etotal =Ekinetic +Epotential (5)
其中,本研究假设动能部分仍然与a-2 成正比,因
为电子的空间限制和动能的量子化条件没有改

变。对于势能部分,可以预计两个电子的平均距

离<|x1-x2|>和a 近似成正比,因此库仑势能平

均值可以近似为

Epotential ∝
e2

<|x1-x2|>
∝

e2

a
(6)

这意味着库仑势能的贡献和势阱宽度a 近似成反

比。综上所述,本研究可以推测双电子在一维无

限深势阱中的基态能量可以表示为动能和库仑势

的两部分的贡献(其中λ和μ 是待定系数)

E0=λa-2+μa-1 (7)
同理,三个电子的情况仍可以分为动能部分和势

能部分。对于一个电子的情况,显然μ=0。为了

方便讨论不同电子数的情况,本研究将式(6)重新

写成

E0(N,a)=λ(N)a-2+μ(N)a-1 (8)
其中,N 表示电子数目,E0(N,a)表示 N 个电子

处在一维无限深势阱中的基态能量,λ(N)和

μ(N)分别表示动能和势能贡献部分的系数,显然

和电子数N 有关。
本研究使用COMSOL对 N=1,2,3的情况

都进行了数值模拟,势阱宽度从10nm到200nm,
每10nm取一个点,计算了20个势阱宽度下基态

能量的结果。最后再用式(7)进行拟合,得到如

表2和图3所示的结果。
拟合结果显示,对于单电子而言,在一维无限

深势阱中的情况,其基态能量仅由动能贡献。动能
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与势阱宽度a 的二次方成反比,λ(1)=6.0247×

10-20J·nm2,数值上恰好等于
π2 ❋2

2me
;μ(1)=0J·nm,

因为此时没有相互作用,二者比值为μ(1)
λ(1)=0nm

-1。

该拟合的拟合优度R2=1.0000,残差几乎为0,和
教科书结果吻合,符合预期。所以对于1个电子

的情况,有

E0(1,a)=6.0247a-2×10-20J (9)

表2 不同电子数下拟合表达式的参数

N 1 2 3

λ/(J·nm2)6.0247×10-20 1.0784×10-17 3.0427×10-17

μ/(J·nm) 0 3.3278×10-20 1.4655×10-19

μ
λ
/(nm-1) 0 3.0858×10-2 4.8164×10-2

图3 不同电子数目下基态能量随势阱宽度的变化曲线

  当引入第二个电子时,需要考虑电子之间的

库仑相互作用,这使得势能部分对总能量的贡献

变得显著。动能部分仍然与a2 成反比,而库仑势

能与a 成反比。通过数值模拟和拟合,得到了双

电子系统的基态能量表达式

E0(2,a)=(1.0784a-2×10-17+
3.3278a-1×10-19)J (10)

其中,λ(2)=1.0784×10-17J·nm2,μ(2)=

3.3278×10-19J·nm,二 者 的 比 值 为μ(2)
λ(2)=

3.0858×10-2nm-1;拟合优度为R2=0.9999,说明

式(7)能够非常好刻画能量随势阱宽度变化的特征。
在三电子系统中,由于电子数目的增加,库仑

相互作用变得更为复杂和显著。通过数值模拟和

拟合,得到了三电子系统的基态能量表达式

E0(3,a)=(3.0427a-2×10-17+
1.4655a-1×10-18)J (11)

其中,λ(3)=3.0427×10-17J·nm2,μ(3)=

1.4655×10-18J·nm,二者比值为μ(3)
λ(3)=4.8164×

10-2nm-1,势能的贡献相较于双电子系统更加显

著,这是合理的,因为三个电子之间的相互作用更

为复杂,导致势能的影响更为明显。此时,拟合优

度R2=0.9999,表明式(7)仍然能够准确地刻画

基态能量随势阱宽度变化的特征。

3.2 有效幂次

为了深入研究基态能量E0 随势阱宽度a 的

变化规律,本研究采用有效幂次的方法进行分析。
具体而言,使用以下线性关系式

lnE0=-mlna+c (12)
其中,m 为有效幂次,c为常数项。通过对不同电子

数N=1,2,3的数据进行线性拟合,可得到lnE0 对

lna的拟合直线,拟合结果如图4和表3所示。

图4 基态能量对数值随势阱宽度对数值的变化曲线

表3 不同电子数下的有效幂次

N 1 2 3

m 2.0000 1.1255 1.0848

R2 1.0000 0.9997 0.9999

  从图4可以看出,引入库仑势后,基态能量E0

对参数a的依赖关系发生了显著变化。具体而言:
(1)

 

当电子数N=1时,拟合得到的有效幂次

为m=2.0000,拟合优度R2=1.0000。这表明势

能与参数a 存在严格的二次反比关系,即E0∝
a-2。这符合单电子系统中,库仑势能与距离平方
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成反比的理论预期。
(2)

 

当电子数 N=2时,有效幂次直接降至

m=1.1255,拟合优度R2=0.9997。有效幂次的

剧烈变化反映了电子 电子相互作用的影响,电子

间的排斥力使得总基态能量与势阱宽度的依赖关

系发生显著的改变。
(3)

 

当电子数N=3时,有效幂次进一步减小

到m=1.0848,R2=0.9999。幂次更接近于-1,
但减小的幅度相比从1个电子到2个电子并不明

显。但这仍然能够表明随着系统中电子数的增

加,电子间的相互作用和屏蔽效应会更加显著。
此外,从拟合效果来看,直接使用式(7)对原始

数据进行拟合比对数转换后的数据进行拟合效果

更好。这可能是对数转换会引入额外的误差或改

变数据的分布特性,从而影响拟合的准确性和稳定

性。直接拟合可以更真实地反映数据的内在关系。
基于上述分析,本研究可以推测:随着电子数

N 的增加,有效幂次m 将逐渐趋近于-1。这表

明,在多电子系统中,基态能量E0 与参数a 之间

的关系将趋于线性反比,即E0∝a-1。这一结果

与多体物理中的相关理论结论是一致的:在强关

联极限下,例如一维 Wigner晶体[13-14],库仑势能

主导了系统的能量,其标度行为表现为E0∝a-1。
此外,通过变分法[15]的分析,也证明了在相互作

用主导的情况下,多体系统的能量遵循a-1 的标

度关系。

4 结语

本文通过数值模拟深入探讨了在一维无限深

势阱中引入库仑相互作用后,双电子系统的波函

数和能级结构所发生的显著变化。电子间的相互

排斥作用迫使它们在空间中尽可能远离彼此,从
而使得波函数的概率密度在这些远离区域达到最

大值。库仑相互作用不仅提高了系统的总能量,
还显著改变了电子的空间分布,突显了相互作用

在量子系统中对物理性质的关键作用。研究结果

为深入理解低维量子系统中电子间相互作用的影

响提供了有力的支持,并有望为未来多电子系统

的性质研究奠定了基础,通过开发参数化维度映

射策略,将多体系统的粒子坐标与软件空间维度

建立非定域对应关系,有效规避了传统数值方法

中的高维张量运算瓶颈。
此外,本文还进一步分析了不同电子数目下

基态能量随势阱宽度的变化规律。对于单电子系

统,基态能量主要由动能主导;而对于多电子系

统,库仑相互作用逐渐成为决定总能量的关键因

素,且随着电子数目的增加,库仑效应对能量的影

响变得更加显著。这一发现不仅验证了现有理论

模型的有效性,也为理解多电子系统中的相互作

用提供了新的视角和思路。未来的研究可以进一

步扩展到更高维度或更复杂的势阱模型,探讨更

多电子和相互作用形式对系统性质的影响。这些

发现对量子力学教学实践具有启示意义:相较于

前沿的量子多体计算方法,本文发展的数值建模

方案显著降低了多粒子系统的教学演示门槛,便
于学生亲手操作并建立直观的物理图像。
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及陈述结果的全过程,为学生的科研素养培养提

供启蒙教育解决方案。
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