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巧用质心概念证明平行轴定理

刘玉颖 赵 云 李春燕 王学进 何志巍

(中国农业大学理学院应用物理系,北京 100083)

摘 要 大学物理教学中,关于转动惯量的平行轴定理具有很重要的应用价值。它能够拓展人

们关于转动惯量的认识,在理论计算和工程技术中均有重要的应用。本文中我们利用

质心概念通过几种不同的方法巧妙地证明平行轴定理,几种方法难易程度不同,当质

心的位置位于坐标原点时,学生更容易理解平行轴定理的推导过程。同时利用质点系

动能定理推导也是一种很新颖的方法。
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Abstract In
 

university
 

physics
 

education,
 

the
 

parallel
 

axis
 

theorem
 

for
 

moment
 

of
 

inertia
 

holds
 

sig-
nificant

 

practical
 

value.
 

It
 

extends
 

the
 

understanding
 

of
 

moment
 

of
 

inertia
 

and
 

is
 

widely
 

applied
 

in
 

theoretical
 

calculations
 

and
 

engineering
 

technology.
 

In
 

this
 

paper,
 

we
 

present
 

an
 

ingenious
 

proof
 

of
 

the
 

parallel
 

axis
 

theorem
 

using
 

the
 

concept
 

of
 

center
 

of
 

mass
 

through
 

several
 

distinct
 

methods
 

of
 

var-
ying

 

difficulty.
 

When
 

the
 

center
 

of
 

mass
 

is
 

positioned
 

at
 

the
 

coordinate
 

origin,
 

students
 

find
 

the
 

deri-
vation

 

of
 

the
 

parallel
 

axis
 

theorem
 

more
 

comprehensible.
 

Additionally,
 

deriving
 

the
 

theorem
 

using
 

the
 

kinetic
 

energy
 

theorem
 

of
 

a
 

system
 

of
 

particles
 

is
 

also
 

a
 

novel
 

approach.
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  刚体转动惯量与转轴位置有关,计算刚体关

于任意转轴的转动惯量非常复杂,甚至在分析具

有高度对称性的物体时,也存在此情况。幸运的

是,应用重要的平行轴定理可以简化和拓展转动

惯量的计算,该定理反映了刚体通过质心轴和平

行于质心轴的另一转轴(图1)的转动惯量之间的

定量关系。如果刚体关于质心轴的转动惯量为

ICM,
 

刚体关于平行质心轴的转轴的转动惯量为

I,
 

M 为刚体的总质量,d 为两个转轴的距离,则
平行轴定理可表述为

I=ICM +Md2

图1 刚体绕平行于质心轴的转轴转动

  在大多数《大学物理学》教材中[1-3],直接给出

平行轴定理结论,并未做具体的证明推导,笔者认
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为教学上既要授人以鱼,又要授人以渔;对于平行

轴定理的教学,给出具体详细的推导过程有利于

学生深刻理解该规律,且能提升知识掌握的深度

与高度。近年来,研究者从实验设计和理论推导

研究平行轴定理及其正确应用[4-7],例如改进转动

惯量平行轴定理验证实验等[7];以及由两个转动

定律导出平行轴定理[4],但对此理论推导过程学

生理解有些困难;基于此,本文给出4种简便方法

详细推导关于转动惯量的平行轴定理,以飨读者。
刚体可以具有多个转动惯量,实际上,它可以

有无数个转动惯量,因为它可以有无数个旋转轴,
平行轴定理表达了刚体关于质心轴和通过另一平

行转轴的转动惯量之间的定量关系。
为了得出平行轴定理,假设匀质刚体绕某一

定轴(z轴)旋转,转动惯量不依赖于沿z 轴的质

量分布,例如一个圆柱体与圆盘相对其中心转轴

的转动惯量与厚度无关,所以在推导过程中我们

将三维匀质刚体简化为二维平面物体来分析,想
象三维匀质刚体所有的质量元沿平行于z 轴的方

向收缩运动,直到质量分布于xy 平面内。

1 方法一:
 

利用质点系动能定理推导平行轴定理

由质点系动能定理可知:一个由大量质点组

成的质点系的动能包括两项动能之和:第一项动

能与质心的平动相联系,即1
2Mv2

CM,第二项动能

与 各 质 点 相 对 质 心 运 动 的 动 能 有 关,即

1
2∑miu2

i,其中ui 是第i个质点相对于质心的

速度。所以质点系的总动能可表示为

Ek =
1
2Mv2

CM +
1
2∑miu2

i =
1
2Mv2

CM +Ekrel

(1)
其中,M 为质点系的总质量,Ekrel 为各质点相对

于质心的动能。
假设物体绕某一定轴旋转(如图2所示),转

动的角速度为ω,该定轴与质心轴平行且相距为

d,该物体的动能为
1
2Iω

2,I 为该物体相对于该定

轴的转动惯量。ICM 为该物体相对于质心轴的转

动惯量。根据质点系的动能定理,该物体总的动

能可表示为

1
2Iω

2=
1
2Mv2

CM +
1
2ICMω2 (2)

图2 刚体绕平行于质心轴的转轴以角速度ω转动

质心作半径为d 的圆周运动,质心运动的线速度

vCM =ωd (3)
将式(3)代入式(2),得

1
2Iω

2=
1
2Md2ω2+

1
2ICMω2 (4)

式(4)化简为

I=Md2+ICM (5)

  从而证明了转动惯量的平行轴定理[8]。由平

行轴定理的表达式可知,定轴距离质心越近,刚体

关于该轴的转动惯量越小,通过质心轴的转动惯

量最小。

2 方法二:
 

利用转动惯量和质心位置的定义推

导平行轴定理

  我们仍考虑任意薄盘状的刚体,不计其厚度。
假设该刚体绕转轴z 轴(过O 点)旋转,建立如

图3所示的坐标系,过O 点建立直角坐标系xyz,
质心的位置坐标为xCM,yCM,

 

zCM=0,在刚体上

任取一质量元dm,其坐标为(x,y,z=0);过质心

建立另一直角坐标系x'y'z'。
在刚体上任取一小质元dm,下面我们考虑所

有小质元dm 关于z轴的转动惯量

I=∫r2dm=∫(x2+y2)dm (6)

在坐标系xyz 和x'y'z'中,质量元dm 的坐标存

在以下定量变换关系[9]

x=x'+xCM, y=y'+yCM, z=z'=0
式(6)可以表示为

I=∫r2dm=∫(x'+xCM)2+(y'+yCM)2dm

I=∫[(x')2+(y')2]dm+2xCM∫x'dm+

 2yCM∫y'dm+(x2
CM +y2

CM)∫dm (7)

由式(7)可知,第一项为刚体相对于质心轴的转动
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图3 质心到O 点距离(即两平行轴间的距离)为d

惯量ICM,第二项和第三项均为0,因为

∫x'dm=Mx'CM, ∫y'dm=My'CM

在x'y'z'坐标系中,质心坐标x'CM、y'CM 均为0;第
四项

d2=x2
CM +y2

CM

所以式(7)可简化为

I=ICM +Md2

平行轴定理得证。

3 方法三:
 

基于转动惯量和质心位置的定义更

简便的推导

  在方法二中,我们利用转动惯量和质心位置

的定义,分别建立了两组坐标系,得到了平行轴定

理,基于此方法,在推导过程中我们还可以进一步

简化推导过程,便于学生快速理解。为了证明此定

理,我们假设两个转轴均平行于z 轴,一个转轴通

过质心,另一转轴通过P 点(如图4所示),我们仍

考虑薄片状物体位于xy 平面内,此时我们建立坐

标系xyz,其原点位于质心处,xCM=yCM=zCM=
0,P 点坐标为(a,b,0),通过P 点的转轴与质心

轴间的距离为d[10]

d2=a2+b2

在薄片状刚体上任取一质量元dm,其坐标为(x,

y,z=0),刚体关于过P 点的转轴和通过质心轴

的转动惯量分别为

Ip =∫[(x-a)2+(y-b)2]dm (8)

ICM =∫(x2+y2)dm (9)

由式(8)展开可得

图4 任意薄盘状刚体,质心(O 点)距离P 点

(两平行轴间的距离)为d

Ip =∫(x2+y2)dm-2a∫xdm-2b∫ydm+

(a2+b2)∫dm (10)

  由式(10)可知,第一项为刚体相对于质心轴

的转动惯量ICM,第二项和第三项与质心位置坐

标成正比,由于质心坐标x,y 均为0,所以第二项

和第三项均为0;最后一项为 Md2;从而我们证明

了平行轴定理。比较方法二和方法三,方法三更

简单易懂,首先它只需建立一个坐标系,质心与原

点重合时,由于质心的坐标为0,所以简化了公

式(10)中间两项的推导。

4 方法四:
 

基于转动惯量和质心位置的定义另

一种推导

  我们假设两个转轴均平行于z 轴,一个转轴
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通过质心O,另一转轴通过P 点(如图5所示),基
于方法三,建立坐标系(如图5所示),选P 点为坐

标原点处,质心坐标为(a,b,z=0),在此情况下,
平行轴定理又如何推导呢?

图5 任意薄盘状刚体,质心O 点距离P 点

(两平行轴间的距离)为d

在薄片状刚体上任取一质量元dm,其坐标为

(x,y,z=0),刚体关于过P 点的转轴和通过质心

轴O 的转动惯量分别为

Ip =∫(x2+y2)dm (11)

ICM =∫[(x-a)2+(y-b)2]dm (12)

  由式(12)可得

ICM =∫(x2+y2)dm-2a∫xdm-2b∫ydm+

(a2+b2)∫dm (13)

  根据质心位置定义

∫xdm=MxCM =Ma, ∫ydm=MyCM =Mb

(14)
  式(13)可化简为

ICM =Ip -2Ma2-2Mb2+M(a2+b2)

=Ip -M(a2+b2) (15)
  即

Ip =ICM +M(a2+b2)=ICM +Md2

  平行轴定理得证。

5 结语

本文中,我们利用质心概念探讨并给出了关

于转动惯量的平行轴定理几种简单的证明方法。
教学实践表明:适当引入平行轴定理的证明过程,
从不同角度进行分析,有助于学生深化对转动惯

量和质心概念的理解与应用,几种证明方法均简

明易懂,能有效克服学生的畏难情绪,并且通过该

定理的证明探究物理概念之间的内在联系,是对

大学物理教学的有益补充。
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