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质点运动学中元位移的大小、位矢大小的微分及元路程间关系

蔡兴民 叶 凡

(深圳大学物理与光电工程学院,广东
 

深圳 518060)

摘 要 在质点运动学中,经常涉及元位移、元位移的大小、位矢大小的微分及元路程等几个物

理量,物理教材虽以图像并结合极限推理的方式展示了这些物理量间的关系,但不少

学生仍觉得难以理解,并可能对这些物理量间的关系有所质疑。本论文以直角坐标系

为基础对位矢大小的微分进行了直接推导及计算,从数学上或微分运算上揭示了这些

物理量之间的关系,从而避开了采用极限及推理的方式给学生带来的困扰。本文为讲

述这些物理量之间的关系提供了一种新的方法,有助于加深学生对这些物理量及相互

关系的理解。
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Abstract In
 

particle
 

kinematics,
 

several
 

physical
 

quantities
 

such
 

as
 

element
 

displacement,
 

the
 

magnitude
 

of
 

element
 

displacement,
 

the
 

element
 

change
 

of
 

the
 

magnitude
 

of
 

the
 

position
 

vec-
tor,

 

and
 

element
 

distance
 

are
 

often
 

involved.
 

Although
 

physics
 

textbooks
 

present
 

the
 

relation-
ships

 

between
 

these
 

physical
 

quantities
 

through
 

images
 

and
 

limit
 

reasoning,
 

many
 

students
 

still
 

find
 

it
 

difficult
 

to
 

understand
 

and
 

may
 

question
 

the
 

relationships
 

between
 

these
 

physical
 

quantities.
 

This
 

paper
 

directly
 

derives
 

and
 

calculates
 

the
 

differential
 

of
 

vector
 

size
 

based
 

on
 

the
 

Cartesian
 

coordinate
 

system,
 

revealing
 

the
 

relationship
 

between
 

these
 

physical
 

quantities
 

mathematically
 

or
 

through
 

differential
 

operations,
 

thus
 

avoiding
 

the
 

difficulties
 

caused
 

to
 

students
 

by
 

using
 

limit
 

and
 

inference
 

methods.
 

This
 

paper
 

provides
 

a
 

new
 

method
 

for
 

discus-
sing

 

the
 

relationships
 

between
 

these
 

physical
 

quantities,
 

which
 

helps
 

deepen
 

students􀆳
 

under-
standing

 

of
 

these
 

quantities
 

and
 

their
 

interrelationships.
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  在坐标原点为O 的直角坐标系中,如图1所

示,以字母加箭头的方式表示矢量,设某时刻质点

在P 点,P 点的坐标为(x,y,z),OP→ 与x 轴、y
轴及z 轴夹角分别为α,β 及γ,则P 点的位置矢

量r=xi+yj+zk。相应地,元位移为dr,位矢大

小的微分则为dr,设经历的路程用s表示,则元路

程为ds。教材都是采用图示结合极限推理来展示

三者的关系[1-21],但这部分内容仍是学生容易混

淆及难以理解的。本文首先采用图示来展示三者

的关系;其次,利用微分运算直接推导了位矢大小

的微分dr的表示式,所得结果与用图像展示所得

的结果相同;第三,将所得结果应用到直线运动和

圆周运动中,通过特例进一步揭示其关系;最后,
将所得结果用到了万有引力做功[1-6]及库仑力[7-21]

做功的计算当中。

图1 直角坐标系中的位置矢量

1 三个参数的图像展示

首先采用图像的方法[1-6,14-21]来分析及推导元

位移dr、元路程ds及位矢大小的微分dr 等三个

参数的关系。如图2所示,假设质点由P1 经图中

的曲线移动到P2,则该时间段内,由起点P1 指向

终点P2 的矢量P1P2
→ 即为位移Δr、起点P1 到终

点P2 所经过的路径长度即为该段时间内的路程

Δs。以O 为圆心且以OP1 的大小为半径作圆弧

交OP2 于点A,以O 为圆心且以OP2 的大小为

半径作圆弧交OP1 的延长线于点B,则 AP2=
P1B=r2-r1=Δr。设在P1 处位矢r1 与位移Δr
的夹角为θ。当由P1 到P2 的时间趋近于零时,

P2 和P1 趋近于重合,此时位移Δr、位矢大小的

增量Δr、及路程Δs相应地变为元位移dr、位矢大

小的微分dr及元路程ds。当由P1 到P2 的时间

趋近于零时,OP1 和OP2 间的夹角趋近于零,则
在顶点为 O 的等腰三角形BOP2 中,两个底角

∠OBP2 和∠OP2B 都趋近于90°,于是,在三角

型P2BP1 中,∠P2BP1 趋近于90°,线段P1B 的

长度等于线段P1P2 的长度乘以cosθ,也即dr=
cosθ|dr|。此外,可以推断的是,由P1 到P2 的时

间趋近于零时,元位移的大小|dr|与元路程ds相

等。因此,可以得到dr=cosθ|dr|=cosθds,其中

θ为任意时刻位移与速度(或元位移)间的夹角。

图2 直角坐标系中位移Δr、路程Δs及位矢大小的增量

Δr。当P1 到P2 的时间趋近于零时,P2 与P1 趋近于重

合,位移Δr、路程Δs及位矢大小的增量Δr则变为元位移

dr、元路程ds及位矢大小的微分dr

2 三个参数的直接推导

首先推导元位移的大小与元路程间的关系。
在直角指标系中,r=xi+yj+zk,则元位移dr等

于dxi+dyj+dzk,即

dr=
dx
dti+

dy
dtj+

dz
dtk  dt=􀱆dt (1)

其中,􀱆为质点的速度,有

􀱆=
dx
dti+

dy
dtj+

dz
dtk

(2)

因此,元位移|dr|=|􀱆dt|=vdt。
而由速率的定义可知ds=vdt,故|dr|=ds。
位置矢量r=xi+yj+zk,其大小

r=r =xi+yj+zk = x2+y2+z2

(3)

  则

dr=d x2+y2+z2 (4)

  进一步计算,可得

dr=
1
2
(x2+y2+z2)

1
2-1
d(x2+y2+z2)

(5)
其中

d(x2+y2+z2)=2(xdx+2ydy+2zdz)
(6)
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  而

2(xdx+2ydy+2zdz)

=2xdxdt+y
dy
dt+zdzdt  dt (7)

  另外位置矢量r=xi+yj+zk 和速度􀱆=
dx
dti+

dy
dtj+

dz
dtk

的点乘即为

r·􀱆= xdxdt+y
dy
dt+zdzdt  (8)

  故

dr=
r·􀱆

x2+y2+z2
dt (9)

  设某个时刻位置矢量为r 和速度􀱆(或元位

移)的夹角为θ,则r·􀱆=rvcosθ,于是

dr=vdtcosθ (10)

  由此可以看出,
 

dr=cosθ dr =cosθds (11)

  和前面用图像分析[1-21]得到的结果一致。

3 在直线运动及圆周运动的应用

不难看出,对于直线中运动,当位置矢量与速

度同向时,θ=0°,则dr=|dr|=ds,也即元位移的

大小、位矢大小的微分及元路程等三者相等;当位

置矢量与速度反向时,θ=180°,则dr=-|dr|=
-ds。

对于作圆周运动的质点,其位矢和速度的方

向始终垂直,即θ=90°,由dr=cosθ|dr|=cosθds
得到dr=0;这与在圆周运动中位矢的大小r为常

数,故dr=0的结果是一致的[4]。在圆周运动中,

|dr|=ds≠0。

4 在计算万有引力及库仑力做功时的应用

如图3所示,假设两个质点的质量各为m1 和

m2、质点m1 静止,质点m2 相对质点m1 沿任意

轨迹由A 运动到B,则质点m1 对m2 万有引力为

F=-G
m1m2

r3
r

其中G 为万有引力常数,r由m1 指向m2,r为两

者的间距,m2 从A 运动到B 的过程中,万有引力

对m2 所做的功[1-6,14-21]为

W =∫
B

A
F·dr=∫

B

A
-G

m1m2

r3
r·dr (12)

图3 计算两个质点之间的万有引力做功,将m1 和m2

换为点电荷q1 和q2,可以计算库仑力的做功

  按照矢量点乘的定义,有

r·dr=r drcosθ=r drcosθ (13)

  由式(11)可知dr=|dr|cosθ,则
r·dr=rdr (14)

  故

W =∫
B

A
-G

m1m2

r3
rdr=Gm1m2

1
rB

-
1
rA  
(15)

  同理,将图3的m1 和m2 换为q1 和q2,仍假

设q1 静止、q2 相对于q1 沿任意路径AB 移动,则

q1 对q2 的库仑力做功[7-21]为

WC =∫
B

A
FC
→·dr=∫

B

A

q1q2
4πr3

r·dr (16)

  在上式代入r·dr=rdr,则库仑力所做的

功为

  WC =∫
B

A

q1q2
4πr3

rdr=-
q1q2
4π

1
rB

-
1
rA  (17)

5 结论

本文首先在直角坐标下用微分运算推导了位

矢大小的微分dr的表达式,从数学上得出了位矢

大小的微分dr与元位移的大小|dr|及元路程ds
之间的关系,即dr=cosθ|dr|=cosθds(其中θ为

位置矢量r与元位移或质点速度间的夹角),所得

结果与用图像的方法得到的结果一致。其次,在
直线运动及圆周运动的条件下对三者的关系进行

了讨论。最后,将该结果应用到了万有引力做功

及库仑力做功的计算当中。本文有助于加深学生

对元位移的大小、位矢大小的微分及元路程等三

个参数间关系的理解。
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