
物理与工程 Vol.35 No.4 2025

狄拉克方程在库仑势下的负能量本征值

王怀玉

(清华大学物理系,北京 100084)

摘 要 本文求解了狄拉克方程在哈密顿量中的势能是库仑势时束缚态的本征值。文献上求

出的这个哈密顿量时,一个粒子的束缚态的能量是正的但小于这个粒子静止质量并将

这样的本征值称为正能量解。本文的推导结果表明,实际上还有一个束缚态的负能量

解,其能量本征值与正能量一一对应且互为相反数。我们称之为关于正负能解的对称

性。本文的结果显示,狄拉克方程在哈密顿量中的势能是库仑势时,无论是束缚态还

是非束缚态,都有关于正负能量解的对称性。
关键词 狄拉克方程;正能量解;负能量解;正负能量的对称性
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paper
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the
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of
 

the
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  一个自由粒子的狄拉克哈密顿量的形式为

H =cα·p+mc2β (1)
若一个粒子受到一个势能V(r)的作用,则狄拉克

哈密顿量的形式为

H =cα·p+mc2β+V(r) (2)

设有一个带电荷e 的电子,它受到位于原点的一

个电荷-Ze
 

的库仑吸引作用。势能为

V(r)=-
Ze2

4πε0r
(3)

  Gordon[1]和Darwin[2]首先对于哈密顿量式(2)
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和式(3)进行了求解。在许多量子力学教科书

上[3-18]介绍了这一问题的求解步骤。给出了这个

电子做稳定运动时的能量本征值为

E(+)n',K =
mc2

1+(Zα)2/n'+ K2-(Zα)2  2
(4)

其中

α=
e2

4πε0❋ c
(5)

是精细结构常数,n'是自然数,K=±1,±2,±3,…。
将式(4)中的Zα作为小量做展开

E(+)n',K -mc2

=-
mc2α2

2n2 1+
α2

n2
n
K -

3
4  +…􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,

n=n'+ K (6)
此式表明,在粒子的能量E(+)n',K 中减去静止能

量mc2 后,就得到与从非相对论的薛定谔方程在

库仑势(3)下求解出的能量相一致的结果。
式(4)的能量范围是

0<E(+)n',K ≤mc2 (7)
这是一个正能量的解。在文献[1-18]中给出的就

是这个束缚态解,其本征能量就是式(4)。
式(4)这个结果引起两个问题。第一个问题

是,已知自由粒子的狄拉克方程有正能解和负能

解两支能谱。这就是说,对于哈密顿量(1),求出

的本征能量有

E(+)= m2c4+p2c2 (8)
和

E(-)=- m2c4+p2c2 (9)
其中,p 是动量。式(8)和(9)体现了狄拉克方程

关于正负能量本征值的对称性。
但是对于一个粒子受到库仑势作用的时候,

只求出了正能量解(4)而未求出相应的负能量解。
考虑运动的一个自由电子,它的能量可以是式(8)
也可以是式(9)。如果它进入一个库仑势场,那
么,它的能量就会发生变化。合理的推测是,正能

量式(8)转化到相应的式(4)。可是,负能量式(9)
就没有相应的转化目标了。负能量的自由电子进

入库仑势场之后,似乎凭空消失了。
第二个问题是,狄拉克哈密顿量式(2)是四阶

矩阵,应该有四个本征函数。对于自由粒子的情况

式(1),确实求出来四个平面波的解。其中两个对

应于正能量式(8),另外两个对应于负能量式(9)。

然而在库仑势的情况,只得到了正能量式(4),它
对应于两个本征态,应该还有两个本征态。

事实上,对于库仑势的情况,式(4)是束缚态

的能量,其能量范围是式(7)。当能量|E|>mc2

时,方程具有非束缚态的解,也就是平面波解。文

献[9]求解了非束缚态的情况,确实是具有正负能

解。可是在束缚态的情况,却没有求出负能解。
文献[4]中认为:求解哈密顿量式(2)和式(3)时,
“对于非束缚态,能量 E 可取大于mc2 与小于

-mc2 的任意值。对于束缚态,能量本征值可表

示为”式(4)。文献[14]中强调,狄拉克方程在库

仑势时,不存在负能解的束缚态。
作者的观点是:狄拉克方程具有关于正负能

量的对称性,在库仑势的情况也应该如此。在本

文所引的参考文献[1-18]中,未能求出狄拉克方

程在库仑势下的负能解。本文给出这一求解过

程。本文以下,首先简要回顾求解出正能量本征

值式(4)的过程,然后求解出相应的负能量本征

值,最后简要叙述负能解的物理含义。以下提到

的能量本征值,均指的是束缚态的能量本征值。

1 求解正能量的步骤

教科书[3-14]介绍了求解正能量解(4)的步

骤。为了后面求出负能量的解,有必要在此简要

回顾求出正能量的推导过程。作者仿照[3]来写

公式,忽略与本文内容无关的细节。
将哈密顿量式(2)和式(3)用球坐标表示,然

后用分离变量法将波函数写成角向波函数和径向

波函数的乘积。角向波函数的因子就是球谐函

数,以 下 不 再 涉 及。径 向 波 函 数 的 形 式 是

f(r)

g(r)  ,其中f 和g 都是两个分量的旋量。令

f(r)

g(r)  =1r F(r)
G(r)  (10)

就得到F 和G 满足的联立方程

dF
dr-

K
rF=

mc2+E
❋ c +

Zα
r  G (11a)

dG
dr+

K
rG=

mc2-E
❋ c -

Zα
r  F (11b)

令

 c1=(mc2+E)/❋, c2=(mc2-E)/❋ (12)

 λ= c1c2 = m2c4-E2/❋ (13)

 ρ=λr (14)
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则式(11)成为

dF
dρ

-
K
ρ
F=

c1
λ +

Zα
ρ  G (15a)

dG
dρ

+
K
ρ
G=

c2
λ -

Zα
ρ  F (15b)

考虑到当ρ→∞时,波函数应该趋于零,可令

F(ρ)=e-ρu(ρ), G(ρ)=e-ρw(ρ) (16)
将式(16)代入式(15),得到

d
dρ

-
K
ρ

-1  u=
c1
λ +

α
ρ  w (17a)

d
dρ

+
K
ρ

-1  w=
c2
λ -

α
ρ  u (17b)

用级数法求解方程组(17)。令

u=∑
∞

i=0
biρi+s, w=∑

∞

i=0
diρi+s (18)

式(18)代入式(17),令方程两边的同次幂的系数

相等,就得到以下关系式

b0s-K  -d0α=0 (19a)

d0s+K  +b0α=0 (19b)
当i>0时

bii+s-K  -bi-1-di-1
c1
λ -diα=0 (20a)

dii+s+K  -di-1-bi-1
c2
λ +biα=0 (20b)

  由(19)求解出

s= K2-Z2α2 (21)
从式(18)考虑,在原点附近,波函数必须有限,因
此式(21)开根号时应取正值。

现在将(20a)和式(20b)如下组合

20a  ×
c2
λ -(20b) (22)

可得到

bi

di
=

i+s+K +
c2
λα

i+s-K  
c2
λ -α

(23)

级数解式(18)如果包含无穷多项的话,有可能不

收敛。为了保证收敛,需要令级数只包含有限项。
这就是说,让高于某一幂次的项的系数都为零。
在(20a)中,令i=n'+1,并假定非零的最高幂次

为n',即令bn'+1=dn'+1=0。得到

bn' +dn'
c1
λ =0 (24)

式(23)对于i=n'也成立。即有

bn'

dn'
=

n'+s+K +
c2
λα

n'+s-K  
c2
λ -α

(25)

式(25)与(24)结合,就得到

-
c1
λ =

n'+s+K +
c2
λα

n'+s-K  
c2
λ -α

(26)

式(26)经过整理后得到

 2n'+s  =
α
λ c1-c2  =

2Eα
m2c4-E2

(27)

将两边平方后,整理得

E2=
m2c4

1+α2/(s+n')2
(28)

对于式(28)开根号时应注意,式(27)的左边是正

数,因此,E 只能是个正数。对于式(28)开根号就

只能取正号。如此,就得到本征值式(4),其中用到

了式(21)。
从这个求解步骤,我们确实只能得到正的能

量值。现在我们尝试另一条路径。将式(20a)和
式(20b)如下组合

20a  -(20b)×
c1
λ

(29)

可得到

bi

di
=

i+s+K  
c1
λ +α

i+s-K -α
c1
λ

(30)

在式(20b)中,令i=n'+1,并假定非零的最高幂

次为n',即令bn'+1=dn'+1=0。得到

dn' +bn'
c2
λ =0 (31)

在式(30)中,令i=n'

bn'

dn'
=

n'+s+K  
c1
λ +α

n'+s-K -α
c1
λ

(32)

式(32)与式(31)结合

-
c2
λ =

u-K -α
c1
λ

u+K  
c1
λ +α

(33)

对式(33)进行整理,同样得到式(27)。因此还是

只得到正能量。
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2 求解负能量本征值

我们先一般地证明:定态狄拉克方程具有正

负能量本征值。
将式(2)的哈密顿量写成如下的矩阵形式。

H V  =
mc2+V cσ·p
cσ·p -mc2+V  (34)

定态本征方程就是 H(V)Ψ=EΨ。现在,将波函

数写成如下的二分量形式,Ψ= ϕ
χ  。定义变换

矩阵

T=
0 -1
1 0  (35)

对于定态方程做如下变换:TH (V)T-1TΨ =
ETΨ。变换的结果是

H -V  Φ=-EΦ (36)
  可见,若在势能V 时,从狄拉克方程求得正能

解,那么,势能取反号,狄拉克方程[19]就从-V 求

得负 能 解。正 负 能 解 是 从 同 一 个 方 程 同 时 求

出的。
根据以上的讨论,为了求出库仑势时的负能

解,我们只需要在方程组(11)中将两个分量F 和

G 交换,并将能量E 改为-E'。由此得到的方程

组为

dG
dr+

K
rG=

mc2-E'
❋c -

Zα
r  F (37a)

dF
dr-

K
rF=

mc2+E'
❋c +

Zα
r  G (37b)

注意,从此方程求出E'后,应加上负号,-E'才是

真正的本征值。按照式(12)~(14)定义各量之

后,方程组(37)成为

dG
dρ

+
K
ρ
G=

c2
λ -

Zα
ρ  F (38a)

dF
dρ

-
K
ρ
F=

c1
λ +

Zα
ρ  G (38b)

将方程组(38)与(15)对照,前者中的E'换成E,
两者就完全一样了。因此,可以照抄式(16)~
(33)的过程来求解(38)。求解出来的E'的表达

式就是式(4)。真正的本征值是-E',也就是

式(4)的负号:

E(-)n',K =-
mc2

1+(Zα)2/n'+ K2-(Zα)2  2
(39)

  可见,库仑势下的能量本征值确实有正负两

支。正能量支就是式(4),正负能量支互为相反

数。将其中的负能量支仿照式(6)做展开

E(-)n',K -(-mc2)

=
mc2α2

2n2 1+
α2

n2
n
K -

3
4  +…􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,n=n'+ K

(40)
与式(6)刚好是相反数。E(-)n',K 的范围是

0>E(-)n',K ≥-mc2 (41)
式(41)的范围与式(7)对称。

此处我们要强调:当电子具有负能量E(-)n',K

的时候,它的质量仍然是m,电荷仍然是e。这两

个量已经在哈密顿量(2)和(3)中确定了,在求解

过程中是不会改变的。

3 结语

本文仔细求解了库仑势下的狄拉克方程的束

缚态的能量本征值。除了文献中已经给出的正能

量支,本文求出了负能量支。正负能量值一一对

应并且互为相反数。狄拉克方程具有正负能量的

对称性。不仅对于非束缚态如此,对于束缚态也

是如此。
狄拉克方程的正能量解与经典力学中狭义相

对论的内容是有对应关系的。对于其负能量解,
应该有逻辑自洽的物理解释并且应该在我们的宇

宙中有对应物。关于这一点,会涉及较为广泛的

物理内容。有兴趣的读者可以参看作者在这方面

的系列论文[20-27]。
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附:审稿人意见及作者回复(摘录)

审稿意见(一)

•
 

文章结果是不自洽的

如果(41)成立,E∈[-m,0)],

c1
λ =

m+E
m2-E2

≥0

而(36)中取负号的根<0。

即(36)与(41)矛盾。

•
 

更重要的是:级数截断时,(24)(25)(31)(32)都成立,

它们给出的(27)也成立。

公式(39)只是级数截断的必要条件(即正负号两

种能量),但其中负号的结果与(27)矛盾。

答复(一)

审稿人的意见是对的。我仔细检查后发现,这个矛盾

是原稿中将(24)与(32)结合导致的,说明我这样的求解步

骤有些不周全。

在修改稿中,我采用了更为周全的步骤。此处简略介

绍如下(详细内容见修改稿)。

在修改稿的第2部分,将带有势能V 的狄拉克哈密顿

量记为H(V)。先是一般地证明:狄拉克方程若从势能V
时求得正能解,即有,

H(V)Ψ =EΨ (1)

那么,一定能够从-V 求得负能解,即有

H -V  Φ= -EΦ (2)

式(1)和(2)之间是一个线性变换的关系。此两式的波函

数之间的关系可以是

Φ=
0 -1
1 0  Ψ (3)

(下转第20页)
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并)能级的存在。当宇称守恒和时间反转不变性

被同时破坏的情况下,基本粒子也有可能具有永

久电偶极矩。本文有助于初学原子分子物理学的

人以及对这一领域感兴趣的外行了解永久电偶极

矩这个概念在原子分子物理学中的微妙含义并避

免理解上的困难。
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也可以是

Φ=
0 1
1 0  Ψ (4)

也就是说,将(1)的波函数写成二分量 Ψ= ϕ
χ  的形式,那

么,将这两个分量交换,就成为(2)中的波函数,由(2)求出

的能量本征值与(1)的本征值符号相反。所以,狄拉克方

程的能量本征值总是正负成对的。

以上的这个证明未在文献上见到过。

然后,对于库仑势的具体情况,我将式(11)中波函数

的两个分量交换,同时将势能取反号。仿照第1部分求解

正能量解的步骤,最后求得负能量解。

审稿意见(二)

该论文在库仑势中求解狄拉克方程,试图证明狄拉克

方程存在负能量解,也就是说,电子存在负能量。从数学

推导的角度看问题不大。但是问题在于数学运算结果不

一定对应真实的物理。所以在很多物理问题求解过程中

都会把非物理的解给去掉。举两个例子:(1)就像该论文

所讨论的中心力场求解波函数,此时就需要依据波函数全

空间积分有限而去掉l≥1时去掉
 

Rl
 prop

 

r-(l+1)的可能

解;(2)求解散射问题的时候,往往在求解过程中把射向中

心的波函数解给扔掉。所以论文结论的问题在于,物理上

到底对应了什么,怎么做实验检验论文结论。我们知道能

量的概念经过一个漫长的过程,物理学家经过不断理论探

索和大量的实验检验,最后总结得到能量概念。比如机械

能,对应动能和势能。动能是正的,势能值正负依赖于参

考点的定义等等。这些都可以方便的检验。该论文所讨

论的负能量、负静止能量等概念,怎么检验? 如果不能检

验,那不管数学运算结果是什么? 其实都是没有太大意义

的。作者能不能设想一下确证性实验来说明有别于正能

量的负能量的确存在?
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