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工程探索
晶格热导率基础理论及其在材料计算中的应用

周 晓 杨凯科 周光辉

(湖南师范大学物理系,湖南
 

长沙 410081)

摘 要 后摩尔时代微纳电子器件尺寸不断缩小和厚度逐渐减薄,研究固体材料热管理和理解

热传导微观物理机制具有极其重要的意义。本文介绍晶格热导率的四种计算方法,从
理论上综合分析了Slack模型、Boltzmann方程、Wigner热输运和Green-Kubo方法。
在考虑晶格非谐效应和声子散射作用情况下,结合第一性原理计算,分别获得了温度

依赖的半导体硅(Si)和热电材料碲化铅(PbTe)的热导率,并与相应实验结果进行了

比较,讨论了上述四种方法产生误差的原因。该研究可为理解和探索一些晶体和非晶

材料热输运性质提供理论依据。
关键词 声子;非谐效应;热传导;晶格热导率;第一性原理计算
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Abstract With
 

the
 

size
 

and
 

thickness
 

of
 

micro/nano
 

electronic
 

devices
 

shrinking
 

progressively
 

in
 

the
 

post-Moore
 

era,
 

investigating
 

thermal
 

management
 

of
 

solid-state
 

materials
 

and
 

under-
standing

 

microscopic
 

mechanisms
 

of
 

heat
 

conduction
 

have
 

become
 

critically
 

important.
 

In
 

this
 

work,
 

we
 

systematically
 

analyzed
 

four
 

theoretical
 

approaches
 

for
 

calculating
 

lattice
 

thermal
 

conductivity:
 

the
 

Slack
 

model,
 

Boltzmann
 

transport
 

equation,
 

Wigner
 

thermal
 

transport
 

theo-
ry,

 

and
 

Green-Kubo
 

method.
 

By
 

considering
 

anharmonic
 

effects
 

in
 

crystal
 

lattices
 

and
 

phonon
 

scattering
 

processes,
 

we
 

obtained
 

temperature-dependent
 

thermal
 

conductivity
 

for
 

semicon-
ductor

 

Si
 

and
 

the
 

thermoelectric
 

material
 

PbTe
 

through
 

first-principles
 

calculations.
 

We
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our
 

computational
 

results
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theoretical
 

approaches,
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explo-
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thermal
 

transport
 

properties
 

in
 

both
 

crystalline
 

and
 

amorphous
 

materials.
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  声子是晶格中原子集体振动的激发单元,是
晶体中热能传递的主要载流子,后摩尔时代研究

声子热传导对理解固体材料热性质和器件热耗散

具有十分重要的意义[1-5]。1930年,苏联理论物理
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学家伊戈尔·塔姆类比光量子概念,首次提出“弹
性量子”一词。之后弗仑克尔将这种弹性量子正

式命名为声子,从此开启了对声子物理领域广泛

和深入地研究[6-8]。一大批科学家包括Born,
 

De-
bye,

 

Ziman,
 

Einstein,
 

Fröhlich,
 

Bardeen等投入

探讨声子或与声子有关的物理现象,对这一领域

的发展起到了很重要的推动作用[9-11]。我国固体

物理学家黄昆先生通过分析离子晶体中长光学波

的振动,提出了著名的黄方程及光波与格波耦合

的极化激元,这一开创性工作至今仍是凝聚态物

理的重要研究方向[12-14]。再后来由于计算机科学

技术的发展,采用数值计算模拟量子多体问题和

材料性质的新思潮兴起。第一性原理密度泛函理

论电子和声子结构计算不依赖任何经验参数,逐
渐被采纳并用于研究晶格动力学和晶体热传导等

性质[15-17]。
热导率是表征材料导热性能的关键物理量。

在单位温度梯度下,单位时间内通过单位截面积

的热量为:Q=-κ
dT
dxS·t,其中κ 定义为热导

率。不同固体材料的导热系数可以从小于1到高

于1000W/m-K的范围内变化[18-20]。对于高热导

率材料(如金刚石等),原子间化学键很强,晶格振

动引起的非简谐性较弱,准经典模型能够比较准

确地预测材料的导热系数[20]。然而对具有强声

子耦合的非谐性材料,热导率计算需要考虑高阶

声子相互作用,或者格波相干效应[21-27]。
本文主要介绍4种计算晶格热导率的理论方

法,即Slack模型[20]、Boltzmann方程[21-23]、Wign-
er热 输 运 理 论[24,25]和 Green-Kubo方 法[26,27]。

Slack通过分析晶格振动影响因素给出了定量计

算声子热导率的简单表达式;Boltzmann方程是

从玻色统计分布函数出发,计及四声子相互作用

研究晶格热导率;Wigner方程同时考虑了波动性

和粒子性对热传导的贡献;Green-Kubo方法结合

第一性原理分子动力学模拟晶体热导率,因此也

可用于研究多晶或非晶材料的热输运性质。基于

上述4种理论方法,本文以半导体Si和热电材料

PbTe为例,计算了二者的晶格热导率,其中Si具

有较高的热导率,非谐性较弱;而PbTe热导率很

低,晶格非谐效应强。通过与实验比较,分析了各

种方法优缺点及适用范围,期望对探讨晶体和非

晶材料热输运性质有益。

1 晶格热导率基础理论

1.1 Slack模型

1973年,Slack根据实验和理论数据系统地

分析和总结了调控非金属材料体系导热系数的关

键因素,将晶格热导率κ表示为[20]

κ=A
􀮄MδΘ3an1/3

Tγ2
G

(1)

其中A 为物理常量(≈3.1×106W/m·K),􀮄M 为

晶体中各原子的平均质量,δ为晶格参数,Θa 为声

学波对应的德拜温度,n 为原胞中的原子数目,T
为温度,γG 为Grüneisen参数,其大小与晶体非谐

性强弱有关,由三阶和二阶力常数比值决定。根

据(1)可知组成物质的元素质量越轻,化学键结合

越强,非简谐性越弱,则热导率越高。该模型能够

较好地解释Ⅳ、Ⅲ-Ⅴ族等闪锌矿结构半导体的晶

格热导率趋势。

1.2 基于Boltzmann方程的热输运理论

声子是玻色子,服从玻色统计分布。由于晶

体中存在温度梯度、杂质、缺陷、或晶格散射等因

素,系统从非平衡态达到稳态过程中统计分布函

数随时间的演化用玻尔兹曼方程表示为[21-23]

dnλ

dt =
∂nλ

∂t diff
+
∂nλ

∂t scatt
=0 (2)

∂nλ

∂t diff
=-�T·vλ

∂nλ

∂T
(3)

∂nλ

∂t scatt
=
nλ -n0

λ

τλ
(4)

其中式(1)右边第一项是由温度在空间中分布不

均匀引起的扩散项,第二项是由杂质、缺陷和晶格

碰撞等引起的散射项,vλ 为扩散速率,τλ 为弛豫

时间,λ 表示声子模式,n0
λ 为平衡态下玻色 爱因

斯坦分布函数,nλ 为非平衡态下玻色统计分布函

数。一般情况下,体系中温度梯度�T 较小,nλ 近

似地写为nλ=n0
λ+gλ,且gλ 线性依赖于 �T,

gλ=-Fλ·�T
∂n0

λ

∂T
。类比气体分子的扩散运动,

声子平均自由程表示为

Fλ =τλ(vλ +Δλ) (5)
其中Δλ 为修正项。本文考虑四阶及三阶声子相

互作用,将弛豫时间τλ 表示为[21,22]
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1
τλ

=
1
N ∑λ' Γ

iso
λλ' +∑

λ'λ″
Γ+

λλ'λ″ +
1
2∑λ'λ″Γ

-
λλ'λ″  +

1
N
1
2∑λ'λ″λ‴Γ

++
λλ'λ″λ‴ +

1
2∑λ'λ″λ‴Γ

+-
λλ'λ″λ‴ +

1
6∑λ'λ″λ‴Γ

--
λλ'λ″λ‴  

(6)

Δλ =∑
λ'

Δiso
λλ' +∑

λ'λ″
Δ3phλλ'λ″ +∑

λ'λ″λ‴
Δ4phλλ'λ″λ‴ (7)

式中N 为波矢空间q 点网格的数目,Γisoλλ'为同位

素效应引起的散射项,Γ±±λλ'λ″λ‴ 为四声子散射率,

Γ±λλ'λ″为三声子散射率[21,22]。

Γ++
λλ'λ″λ‴ =

 2π
8N

(1+n0
λ')(1+n0

λ″)n0
λ‴

n0
λ

V++
λλ'λ″λ‴

2×

   δωλ +ωλ' +ωλ″ -ωλ‴  /ωλωλ'ωλ″ωλ‴ (8)

Γ--
λλ'λ″λ‴ =

 2π
8N

n0
λ'n0

λ″n0
λ‴

n0
λ

V--
λλ'λ″λ‴

2×

   δωλ -ωλ' -ωλ″ -ωλ‴  /ωλωλ'ωλ″ωλ‴ (9)

Γ+-
λλ'λ″λ‴ =

 2π
8N

(1+n0
λ')n0

λ″n0
λ‴

n0
λ

V+-
λλ'λ″λ‴

2×

   δωλ +ωλ' -ωλ″ -ωλ‴  /ωλωλ'ωλ″ωλ‴

(10)

Γ+
λλ'λ″ =

 π
4

n0
λ' -n0

λ″

ωλωλ'ωλ″
V+

λλ'λ″
2δωλ +ωλ' -ωλ″  

(11)

Γ-
λλ'λ″ =

 π
4

n0
λ' +n0

λ″ +1
ωλωλ'ωλ″

V-
λλ'λ″

2δωλ -ωλ' -ωλ″  

(12)
其中ωλ、ωλ'、ωλ″ 和ωλ‴ 为晶格振动频率,Γ+λλ'λ″ 和

Γ-λλ'λ″分别表示两个声子(λ 和λ')合并成为另一个

声子(λ″)和一个声子(λ)劈裂成另两个声子(λ'和

λ″)的过程;Γ++λλ'λ″λ‴和Γ--λλ'λ″λ‴表示三个声子耦合成为

一个和一个声子劈裂成三个声子的过程,而Γ+-λλ'λ″λ‴

表示两声子相互作用后生成另外两个声子的过

程。三声子和四声子散射矩阵元V±
λλ'λ″和V±±

λλ'λ″λ‴表

示为[21,22]

V±
λλ'λ″ =∑

ijk
∑
αβγ
Φαβγ

ijk
eα

λ i  eβ
±λ' j  eγ

-λ″ k  
MiMjMk

e
±iq'·rje

-iq″·rk

(13)

V±±
λλ'λ″λ‴ =∑

ijkl
∑
αβγθ
Φαβγθ

ijkl
eα

λ i  eβ
±λ' j  eγ

±λ″ k  eθ
-λ‴ l  

MiMjMkMl

×

   e
±iq'·rje

±iq″·rke
-iq‴·rl (14)

其中 Φαβγ
ijk 和 Φαβγθ

ijkl 分别为三 阶 和 四 阶 力 常 数,

eα
λ i  是λ声子模式在第i个原子处的本征函数的

α分量,Mi 和ri 分别表示第i个原子的质量和偏

离平衡位置后的位移,依此类推 Mj、Mk、Ml 和

rj、rk、rl。
最后,根据热流密度表达式,

jq =
1

NVuc
∑
λ

 ωλvλnλ (15)

其中Vuc 为 单 胞 体 积,再 由 傅 里 叶 定 律jq,α =

-∑
β
καβ(�T)β 可得[21-23]

καβ =
1

kBT2NVuc
∑
λ
n0(n0+1)( ωλ)2vα

λFβ
λ

(16)
其中α和β 代表热流方向。对于晶体物质,玻尔

兹曼理论能够较好地预测材料的热导率。
1.3 Wigner热输运理论

尽管玻尔兹曼输运理论能够较好地描述具有

周期性结构材料的热输运性质,但对于非晶或无

序体系,由于不能准确地定义格波和声子,采用玻

尔兹曼方程研究其热传导显然不合适。同时玻尔

兹曼方程也没有考虑各格波间的量子相干效应。
为了解决这些问题,2019年,Mauri等人发展了一

种统一的热输运理论[24,25]。基于玻恩 奥本海默

近似,把与非谐效应有关的哈密顿量 Ĥcol 当作微

扰,而简谐近似哈密顿量表示为

Ĥhar=∑
q

 D(q)bα,b'α'·

(̂a†(q)bα̂a(q)b'α' +
1
2δbb'δαα') (17)

其中 为约化普朗克常数,D(q)为动力学矩阵,q
为波矢量,̂a†(q)bα 和â(q)b'α'分别为产生算符和

湮灭算符,b和b'标记不同的原子,α 和α'代表原

子振动方向。若温度在空间分布不均匀,描述系

统状态随时间演化的主方程为

∂
∂tρ̂
(t)+

i
 
[̂Hhar,̂ρ(t)]=

∂
∂tρ̂
(t) Ĥcol

(18)

其中ρ̂(t)为密度矩阵算符,右边表示由于非谐哈

密顿量引起的不同本征态之间的跃迁。考虑简谐

近似下单粒子密度矩阵算符[24],
∂
∂tρ1

(q,q',t)+i(D(q)ρ1(q,q',t)-

ρ1(q,q',t) D(q'))=
∂
∂tρ1

(q,q',t) Ĥcol

(19)

其中ρ1(q,q',t)bα,b'α'=Tr(̂ρ(t)̂a†(q')b'α'̂a(q)bα)。
为了方便研究非均匀体系的热输运性质,定

义 Wigner函数W:
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W(R,q,t)bα,b'α'=∑
q″
ρ1(q+q″,q-q″,t)bα,b'α'e2iq″·R

(20)
将上式作变换即可获得单粒子密度矩阵算符,并
代入式(19)可得

∂
∂tW

(R,q,t)+i[D(q),W(R,q,t)]+

1
2
{�q D(q),·�RW(R,q,t)}=

∂
∂tW

(R,q,t) Ĥcol

(21)
求解上式可获得 Wigner函数,其与粒子数分布函

数满足如下关系:

N(R,q,t)s,s' = *(q)s,bαW(R,q,t)bα,b'α'  (q)s',b'α'
(22)

其中 *(q)为将动力学矩阵对角化的幺正矩阵,

  

 *(q)s,bαD(q)bα,b'α' (q)s',b'α'=ω2(q)sδs,s',s 和s'
标记不同的声学支或光学 支。将 式(22)代 入

式(21)可得[24]

∂
∂tN

(R,q,t)+i[Ω(q),N(R,q,t)]+

1
2
{V(q),·�RN(R,q,t)}=

∂
∂tN

(R,q,t) Ĥcol

(23)

其中V(q)s,s'= *(q)s,bα �q D(q)bα,b'α' (q)s',b'α'
为群速度。

为了计算热导率,将热通量表示为[24]

J(R,t)=
1

2VucNc
∑
q,s

V(q),N(R,q,t)   Ω(q)  s,s

(24)
因此,

καβ =
 2

kBT2VucNc
∑
q,s

ω2(q)s􀭿N(q)s 􀭿N(q)s +1  
Γ(q)s

Vα(q)s,sVβ(q)s,s +

 2

kBT2VucNc
∑

q,s≠s'

ω(q)s +ω(q)s'
2 Vα(q)s,s'Vβ(q)s',s ×

ω(q)s􀭿N(q)s 􀭿N(q)s +1  +ω(q)s'􀭿N(q)s' 􀭿N(q)s' +1  
4ω(q)s -ω(q)s'  2+ Γ(q)s +Γ(q)s'  2

×(Γ(q)s +Γ(q)s') (25)

其中Nc 是晶体中单胞的数目,􀭿N(q)s 是平衡态

下玻色 爱因斯坦分布函数,Γ(q)s 是声子线宽。
可见热导率来源两部分贡献,前一项对应准粒子

输运,与玻尔兹曼方程计算的结果一致,后一项是

由于格波相干性所致。因此,理论上 Wigner方法

可用于研究具有强耦合的低热导率材料性质。
1.4 Green-Kubo方法

以上基于微扰理论方法计算的晶格热导率在

很多情况下与实验一致,但由于只考虑了三阶或

四阶声子非简谐项,对少数具有更高阶声子相互

作用或一些多晶或不定形材料,所得结果仍可能

有一定的不准确性。基于第一性原理的分子动力

学方法,并结合Green-Kubo公式,由于充分考虑了

振动模之间的散射效应可以避免此不足。对于给

定的压力P、体积V 和温度T,热通量表示为[26,27]

J(t)=
1
V
d
dtΣiRiEi (26)

其中Ri 为第i个原子的位置矢量,Ei 表示第i个

原子的能量,进一步将关联函数写为[26]

G[J]αβ(τ)=limt0→∞

1
t0∫

t0-τ

0
Jα(t)Jβ(t+τ)dt

(27)

因此,

καβ(T,p)=
V

kBT2limτ→∞∫
τ

0
<G[J]αβ(τ')>(T,P)dτ'

(28)
式中<·>(T,P)表示对关联函数进行系综平均,τ和

τ'表示时间。

2 应用实例

2.1 第一性原理电子结构与声子谱计算

本文涉及电子结构的计算均采用基于密度泛

函理 论 的 第 一 性 原 理 Quantum
 

Espresso 软

件[28,29]。交换关联势选取基于广义梯度近似的

Perdew-Burke-Ernzerhof模守恒赝势[30,31],平面波

截止能量取为80Ry。首先进行结构优化,第一布里

渊区中k 点网格取为15×15×15
 

Monkhorst-
Pack方式[32],能量收敛阈值为10-10a.u.,原子间

相互作用力收敛阈值为10-8
 

a.u.,电子波函数自

洽计算收敛阈值取为10-12a.u.。其次采用密度

泛函微扰理论研究晶格动力学性质[33,34],声子谱

计算采用3×3×3的q 网格。玻尔兹曼方程和
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Wigner热输运方法中计算二阶力常数均采用3×
3×3的超胞,三阶和四阶力常数计算采用4×4×
4的超胞。三阶力常数计算考虑了第一至第六近

邻原子间的相互作用。一般来说,越高阶的力常

数,原子相互作用有效距离越小。因此,对于四阶

力常数,由于算力限制,本文只考虑第一近邻原子

间相互作用。最后用ShengBTE软件选取42×
42×42的q网格计算体材料Si和热电材料PbTe
的晶格热导率[21,22]。
2.2 Si和PbTe晶格热导率计算研究

本文以半导体Si和热电材料PbTe为例,应
用上述4种晶格热导率基础理论,结合第一性原

理计算,研究固体材料热输运性质。图1展示Si
晶格热导率随温度的变化。实心点线分别对应

Wigner,
 

Slack和Boltzmann方法计算的结果,其
中Boltzmann计算包含了四声子相互作用。空心

四边形来自 Green-Kubo方法计算的结果[26],空
心五边形来源于Glassbrenner等人实验测得的Si
热导率数据[35]。可以看到4种不同理论方法计算

结果与实验基本一致。Slack和Boltzmann方法

计算结果很接近。低温情况下 Wigner,
 

Slack和

Boltzmann方法计算结果稍低于 Green-Kubo计

算结果,高温时都趋于同一值。

图1 硅(Si)晶格热导率随温度的变化

其中实点线对应 Wigner,
 

Slack和Boltzmann方法计算的结果,

空心四边形为Green-Kubo方法计算的结果[26],空心五边形为实

验测得的Si热导率数据[35]

图2展示了PbTe晶格热导率随温度的变化,
其中 灰 色(三 角 形、菱 形、圆、方 框)分 别 对 应

Wigner,
 

Slack,
 

Boltzmann和 Green-Kubo计算

结果[36,37],灰色五角星数据来源 Morelli和 He等

人实验测量的
 

PbTe晶格热导率[38,39]。可以看到

热导率随温度的升高逐渐下降,这主要是由于温

图2 碲化铅(PbTe)晶格热导率随温度的变化

其中灰色(三角形、菱形、圆、方框)分别对应 Wigner,
 

Slack,
 

Bo-

ltzmann和Green-Kubo方法计算的结果[36,37],灰色五角星数据

来源不同实验测得的PbTe热导率[38,39]

度升高晶格振动引起的声子散射增强所致。此

外,Slack方法模拟结果略小于Boltzmann的值。
由式(1)可知Slack模型对Grüneisen参数具有很

强的依赖性[37],因此选取合适的参数值相当重

要。对比之下,Wigner和 Green-Kubo方法计算

的热导率更接近实验值。由于PbTe具有很强的

非简谐效应,温度升高时声子模式常出现软化现

象。Boltzmann方法基于零温下三阶和四阶力常

数计算,没有考虑温度引起的动力学矩阵修正和声

子模式软化。Wigner方法考虑了格波相干性,因此

计算结果比Boltzmann和Slack方法更接近实验

值。与基于微扰方法不同,第一性原理分子动力学

计算考虑了所有阶声子散射效应。对于非谐性很

强的材料,声子寿命一般较短,平均自由程很小,因
此采用Green-Kubo方法计算结果更加准确。

尽管如此,理论与实验也存在误差,如测量样

品的纯度、仪器精度等因素引起的,计算中常忽略

了杂质、缺陷散射,同时第一性原理计算赝势的选

取、自旋 轨道耦合作用等也有一定的影响。晶体

势能面的重新分布会改变原子相互作用,从而导

致图1和2中的热导率有一定的误差。
总之,对于非简谐性很弱的晶体材料如Si等,

采用Slack,
 

Boltzmann,
 

Wigner和Green-Kubo方

法计算晶格热导率是有效的,与实验一致,但是对

于非谐性较强的材料如PbTe,后两种方法计算结

果更加准确。Wigner理论考虑了晶格振动中格

波的相位相干性对热输运的贡献,Green-Kubo方

法可用于模拟多晶或非晶材料的热导率,因此适

用范围更广泛。
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3 总结

本文主要介绍了四种计算晶格热导率的理论

方法,比较分析了Slack模型、Boltzmann方程、
Wigner热输运理论和Green-Kubo方法。结合第

一性原理密度泛函理论电子结构和声子谱计算,
考虑晶格非谐效应,模拟了半导体Si和热电材料

PbTe的热导率。由于PbTe具有很强的非简谐

效应,声子散射显著大于Si的散射率,解释了二

者热导率差异的原因。该研究为探索固体材料热

传导性质提供了理论基础。
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