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方位径向摆的简单物理图像

朱益辉 侯吉旋 陈 乾 黎秋航

(东南大学物理学院,江苏
 

南京 211189)

摘 要 本文给出了2018年国际青年物理学家锦标赛(IYPT2018)中方位径向摆问题的简单

物理图像。通过等效分析,方位径向摆可以等价于在两个相互垂直的方向上摆长不同

的双线摆。因为在两个相互垂直的振动方向上的振动频率不同,使得摆球的轨迹呈现

出李萨如图形。本文也通过实验演示了方位径向摆和双线摆的轨迹的一致性。
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Abstract This
 

paper
 

provides
 

a
 

simple
 

physical
 

picture
 

for
 

the
 

azimuthal-radial
 

pendulum
 

which
 

was
 

presented
 

by
 

the
 

31st
 

International
 

Young
 

Physicists􀆳
 

Tournament
 

(IYPT2018).
 

Through
 

equivalent
 

analysis,
 

the
 

azimuthal
 

radial
 

pendulum
 

can
 

be
 

regarded
 

as
 

a
 

double-fila-
ment

 

pendulum
 

with
 

different
 

lengths
 

in
 

two
 

mutually
 

perpendicular
 

directions.
 

Due
 

to
 

the
 

different
 

vibration
 

frequencies
 

in
 

the
 

two
 

perpendicular
 

directions,
 

the
 

trajectory
 

of
 

the
 

pendu-
lum

 

bob
 

exhibits
 

a
 

Lissajous
 

figure.
 

This
 

paper
 

also
 

demonstrates
 

through
 

experiments
 

the
 

consis-
tency

 

of
 

the
 

trajectories
 

between
 

the
 

azimuthal
 

radial
 

pendulum
 

and
 

the
 

double-filament
 

pendulum.
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  2018年国际青年物理学家锦标赛(IYPT2018)
的第十一题描述了一个有趣的动力学现象:将钢

尺的一端固定,另一端挂上一个单摆,如图1所

示。那么单摆的径向振动(与钢尺平行)能自发地

转变成有横向振动(垂直于钢尺),然后横向振动

又会转变为径向振动,如此往复。
这是单摆的摆动与钢尺的横向振动耦合而导

致的现象,是一个力学中典型的复摆问题。由于复

现该现象所需要的器械简单、操作简便,该实验已

经成为我校“双语物理导论”课程的经典课堂演示

实验。目前已有多篇文献从理论上对该系统进行计

算,计算结果也与实验数据吻合得较好[1-6]。这些文

献全部都是基于理论力学分析,即先分析单摆和钢尺

的能量,再写出整个系统的拉氏量,最后解析地或数

图1 方位径向摆实验示意图

值地求解拉格朗日方程得到结果。然而对于没有学

习过理论力学的导论课听众,要弄懂上述分析还是较
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为吃力。为了帮助初学者对该问题快速地建立起物

理图像,本文通过等效的方法给出一个简单的解释。

1 等效分析

如果悬挂摆球的摆绳的长度为l,
 

那么当摆

球的振动方向与钢尺平行时(即径向摆动),摆球

所做的运动就是简单的单摆运动,摆长也为l,
 

如

图2(a)所示。当摆球的振动方向与钢尺垂直时

(即横向摆动),必然导致钢尺的横向弯折形变,如
图2(b)所示。钢尺的横向形变使得摆线的悬挂点

发生位移,可以等效地认为摆线增加了一段长度

Δl,
 

于是摆球在做横向摆动时的摆长为l+Δl。
 

图2 摆球振动示意图

(a)
 

振动方向与钢尺平行;
 

(b)
 

振动方向与钢尺垂直

根据上述分析,方位径向摆的摆球在做径向

摆动和横向摆动时的摆长不一致,刚好等效于图3
所示的双线摆。所以在选取合适的实验参数时,
方位径向摆和双线摆给出的运动轨迹是一致的。

需要说明的是,在上述推理过程中,我们只考

虑了钢尺弯折导致的悬挂点的横向运动(图1、图2
中的y 方向),而没有考虑悬挂点的径向运动(x
方向)。这是因为钢尺的形变量较小,可视为一阶

小量。悬挂点的横向位移正比于钢尺的形变量,
不可忽略。而径向位移正比于形变量的平方,作

图3 双线摆示意图

为高阶小量而被忽略。
因为摆球在两个相互垂直的方向上的振动摆

长略有不同,两个振动频率也有所偏差,所以最终

摆球运动轨迹将是李萨如图形。因此,我们看到

的摆平面会随时间而转动。

2 实验验证

为了验证方位径向摆和双线摆的等效性,我
们选取了恰当的实验参数进行展示,实验装置和

实验参数如图4所示。

图4 实验装置图

(a)
 

方位径向摆;
 

(b)
 

双线摆

为了方便观看,图中将绳子的颜色加深了在

两个实验中,钢球都是从θ=1.7°,
 

φ=90.0°的初

始位置由静止释放。θ和φ 可见图1,
 

θ为摆平面

与xz平面之间的夹角,而φ 为摆线与重力方向的
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夹角。实验时用摄像机从上往下俯视拍摄视频以

作记录,利用Tracker软件分析视频并追踪钢球

的轨迹。图5和图6分别展示了方位径向摆和双

线摆的摆球在释放后20秒内的轨迹。

图5 方位径向摆的摆球轨迹

(a)
 

t=0~5s小球的运动轨迹;
 

(b)
 

t=0~10s小球的运动轨迹;
 

(c)
 

t=0~15s小球的运动轨迹;
 

(d)
 

t=0~20s小球的运动轨迹

图6 双线摆的摆球轨迹

(a)
 

t=0~5s小球的运动轨迹;
 

(b)
 

t=0~10s小球的运动轨迹;
 

(c)
 

t=0~15s小球的运动轨迹;
 

(d)
 

t=0~20s小球的运动轨迹
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  从图5和图6可以看到摆球的轨迹都是清晰

的李萨如图形,并且两者的轨迹极为相似,这说明

了本文给出的物理图像的合理性与正确性。当然

在10秒之后,依然可以在两个图中看到轨迹的差

别。这是因为双线摆实验中对Δl的控制存在不

可避免的偏差,微小的偏差随着时间的放大后就

会变成肉眼可见的区别。

3 结语

本文对方位径向摆进行等效分析,认为方位

径向摆可以等效为在两个相互垂直平面内摆长不

同的双线摆。因为在两个相互垂直的振动方向上

振动频率不同,使得摆球的轨迹呈现出李萨如图

形。为了验证该物理图像的有效性,我们在实验

中对比了方位径向摆和双线摆的运动轨迹,它们

的相似性论为本文的理论提供了有力支撑。
不论是方位径向摆还是双线摆,其基本运动

模式都可以近似地分解成x 和y 方向上的两个基

本振动模式,机械能在这两个基本振动模式上往

复传递,形成了每个基本模式的拍现象[7]。类似

的现象还可以在威尔伯福斯摆[8]、弹簧摆[9]以及

磁力振荡器[10]等实验中找到。
本文通过等效的方式探究方位径向摆,避开

了对钢尺形变能量的讨论,也避免了复杂的理论

力学分析,因此特别适合于对初学者(如大一新

生)的授课讲解。另外,如果增加空气阻力的探

讨,将会获得对实验结果更加全面的理解,也会使

得课堂教学更为丰富。
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