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摆轮受迫振动的做功分析
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摘 要 本文对摆轮受迫振动的做功与能量变化进行了研究,推导出阻尼力矩、弹性力矩和驱

动力矩在1/4周期内的做功以及其共振平衡条件。接着从能量的角度,研究了摆轮转

动的动能平均值和势能平均值的大小与振动频率的关系。最后对阻尼力矩和驱动力

矩的瞬时功率进行了分析,并从振幅衰减的角度阐释了摆轮振幅的变化趋势。本文为

分析受迫振动过程中力矩做功以及能量转化情况,提供了可供参考的理论研究。
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  受迫振动是大学物理实验课程中一个重要的

内容,受到很多研究学者的关注。对于受迫振动

中做功和能量转换方面的研究,现有文献虽然涉

及对速度共振频率下作用力做功特点的研究,受
迫振动中的能量转换情况的讨论[1]、位移共振条

件下的能量特点[2]、受迫振动的振幅与功和能量

的关系[3]、受迫振动中能量的瞬时转换关系[4]、线

性系统发生共振的条件以及特征[5]、利用图解法

对于受迫振动系统进行定量分析[6]、使用 Green
函数分析受迫振动系统[7]、利用线性变换求受迫

振动系统稳态解[8]、受迫振动相关问题的研究[9]

和利用波尔共振仪研究受迫振动的幅频特性和相

频特性[10]等方面的内容,但对于摆轮受迫振动系

统做功的详细分析,以及振动过程的能量改变等
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方面的研究尚少。因此,本文将以波尔共振仪为

例,详细分析摆轮受迫振动过程中,三种力矩包括

阻力力矩、弹性力矩和驱动力力矩做功,及其合力

矩做功的平衡条件,同时对受迫振动的过程中的

功率和能量的变化也进行了相应的分析。本文

为加深理解受迫振动过程中的做功情况,以及功

能 转 换 情 况,提 供 了 一 定 的 理 论 基 础 和 探 索

方向。

1 实验原理

波尔共振仪实验采用的波尔共振仪由振动仪

与电器控制箱两部分组成。外形结构如图1所示,
铜质圆形摆轮安装在机架上,弹簧的一端与摆轮的

轴相连,另一端可固定在机架支柱上,铜质圆形摆

轮受迫振动系统作受迫振动时受到三种力矩作用:
蜗卷弹簧提供的弹性力矩-kθ,轴承、空气和电磁

阻尼力矩-b
dθ
dt

电动机偏心系统经卷簧的外夹持

端提供的驱动力矩M=M0cosωt
[1]。

1—光电门;2—长凹槽;3—短凹槽;4—摆轮;5—摇杆;6—蜗卷弹簧;

7—支承架;8—阻尼线圈;9—连杆;10—摇杆调节螺丝;11—光电门;

12—角度盘;13—有机玻璃转盘;14—底座;15—外端夹持螺钉

图1 波尔共振仪

设摆轮在弹性力矩为-kθ、阻尼力矩为-b
dθ
dt

和驱动力矩为M0cosωt的作用下作受迫运动。ω0

为系统固有频率,令ω0
2=

k
J
,2δ=

b
J
,m=

M0

J
。

其动力学方程为

d2θ
dt +2δ

dθ
dt+ω0

2θ=mcosωt (1)

  解得稳态以后振动方程

θb =
m

(ω0-ω)2+4δ2ω2
(2)

φ0=arctan
-2δω

ω2-ω0
2  (3)

θ=θbcos(ωt+φ0) (4)
  下面计算阻尼力矩以及驱动力矩和弹性力矩

所做的功。

2 三种力矩做功

2.1 三种力矩做功

目前对于弹簧受迫振动系统的作用力做功分

析虽已受到关注[11],但摆轮系统的力矩平衡情况

与做功分析仍有欠缺。考虑到摆轮受迫振动的周

期性和对称性,接下来讨论振子系统从t=0到

t=T/4时间内,即从θ=θbcos(φ0)状态到θ=
θbcos(π/2+φ0)状态内,阻尼力矩、弹性力矩、驱
动力矩及其合力矩所做的功。
2.1.1 阻尼力矩做功

由式(4)得阻尼力矩在1/4周期内做功记为

Wf,则

Wf =∫
θbcos ϕ0+

π
2  

θbcosϕ0
-bdθdtdθ

=∫
π
2ω

0
-bθb

2ω2sin2(ωt+φ0)dt (5)

  由2δ=b/J 可得

Wf =-
1
2δJωθb

2[π+2sin(2φ0)] (6)

2.1.2 弹性力矩做功

弹性力矩相似于弹簧受迫振动中的回复力,
摆轮摆动角度越大时,弹性力矩做功越大,弹性力

矩1/4周期内做功记为WE,有

WE =∫θbcos φ0+
π
2  θbcosφ0

-kθdθ

=∫
π
2ω

0
kθb

2ωcos(ωt+φ0)sin(ωt+φ0)dt  (7)

由于系统固有频率ω0 满足ω0
2=k/J,结合式(7)

可得

WE =∫
π
2ω

0

1
2ω0

2Jθb
2sin(2ωt+2φ0)dt

=∫
π
2ω

0

1
2ω0

2Jθb
2cos(2φ0)dt

=
1
2ω0

2Jθb
2cos(2φ0) (8)
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2.1.3 驱动力矩做功

驱动力矩由外力提供,决定了摆轮作受迫振

动的稳态解。驱动力矩在1/4周期内做功记为

WM,有

WM =∫
θbcos φ0+

π
2  

θbcosφ0
M0cos(ωt)dθ

=∫
π
2ω

0
-M0ωcos(ωt)θbsin(ωt+φ0)dt(9)

由m=Mo/J,结合式(9)得

WM =∫
π
2ω

0
-mJωcos(ωt)θbsin(ωt+φ0)dt

=-
1
4mJθb[πsin(φ0)+2cos(φ0)]  (10)

  设置参数质量为1kg,驱动力矩为4N·m,阻
尼系数δ=1N/(kg·m/s),以力矩做功为y 轴,
角频率ω 为x 轴,三种力矩及其合力矩做功与角

频率的关系如图2所示。

图2 三种力矩做功关系曲线

从图2可见,摆轮在1/4周期内的做功情况

不仅与三种力矩做功有关,也与摆轮振动的初相

位有关。摆轮在克服阻力做功输出能量的同时,
从驱动力矩做功中输入能量。当从驱动力输入的

能量,等于摆轮克服阻力做功输出的能量时,系统

  

达到动态平衡,在不考虑外界因素的影响下,总能

量保持不变,理论上振幅保持不变,作等幅振动。
但实际中,摆轮振动时,会受到阻力的影响,比如

空气阻力、系统耗散力等。使得摆轮要克服阻力

做功,导致其振幅会逐渐减小。如表1所示,摆轮

作自由振动时,受到空气阻力,系统耗散力等影

响,使其振幅越来越小。

2.1.4 合力矩做功分析

在1/4周期内合力据做功,记为Wsum,由式(6)、
式(8)、式(10)得出1/4周期合力做功表达如下

Wsum=Wf +WE +WM

=
m2J
8δω0

 -π-2sin(2φ0)+
cos(2φ0)

δ -

2cos(φ0)-πsin(φ0) (11)

由式(11)设置如下参数:质量为1kg,驱动力矩为

4N·m,阻尼系数δ=1N/(kg·m/s)。则可绘制

合力矩做功与阻尼系数及初相位的函数关系图像

如图3所示。

图3 合力矩做功关系图像

从图3可见,摆轮达到共振时的做功由系统

的阻尼系数、驱动力矩和初相位共同决定。在初

相位的变化方向上,合力矩做功呈现明显的周期

性变化。阻尼系数变化方向上,阻尼系数越小,越

  
表1 自由振动数据记录

摆轮振幅θ/(°) 156.0 152.5 149.0 142.0 136.0 128.0 123.5 118.0

周期T/s 1.6739 1.6735 1.6731 1.6725 1.6719 1.6709 1.6705 1.6697

摆轮振幅θ/(°) 112.0 105.0 101.5 96.0 92.5 86.0 82.0 77.5

周期T/s 1.6693 1.6686 1.6682 1.6677 1.6672 1.6667 1.6661 1.6656

摆轮振幅θ/(°) 75.0 71.0 68.0 65.0 60.0 56.5 52.5 45.0

周期T/s 1.6653 1.6649 1.6645 1.6639 1.6634 1.6629 1.6627 1.6618
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正向趋近于0,则合力矩做功绝对值越大。
下面讨论当摆轮受迫振动达到共振时,阻尼

力矩、弹性力矩和驱动力矩做功在1/4周期内达

到平衡的条件。达到平衡时需满足 Wsum=0,
则有

-π-2sin(2φ0)+
cos(2φ0)

δ -2cos(φ0)-

πsin(φ0)=0 (12)

  由式(12)可见,平衡条件只与初相位φ0 和阻

尼系数δ有关。该方程式又反过来验证了图3中

合力矩做功与初相位φ0 和阻尼系数存在着密切

关系。

3 能量与功率关系分析

3.1 能量平均值分析

在受迫振动的一个周期内,摆轮转动动能平

均值Ek 计算结果如下

Ek =
1
T∫

T

0

1
2J

dθ
dt  

2

dt

=
Jω2θb

2

2∫
T

0

1
Tsin

2(ωt+φ0)dt=
J
4ω

2θb
2

(13)
同理得摆轮转动势能平均值Ep 值

Ep =
1
T∫

T

0

1
2kθ

2dt=
J
4ω0

2θb
2 (14)

  由式(13)、式(14)得Ek/Ep=ω2/ω0
2,比较

驱动力频率ω 和摆轮无阻尼自由振动时的频率

ω0 的大小,可得

ω/ω0 >1时,Ek >Ep;ω/ω0 <1时,

Ek <Ep;ω/ω0=1时,Ek =Ep (15)

  设置参数质量为1kg,驱动力矩为4N·m,阻
尼系数δ=1N/(kg·m/s),根据式(13)及式(14),
得出一个周期内动能、势能平均值的变化曲线如

图4所示。
从图4中可见,在一个周期内,平均动能和平

均势能均在ω=ω0 时达到最大值,即在一个周期

内,当驱动力的频率与摆轮固有振动频率达到一

致时,其能量平均值达到最大,在实验中表现为

此时(ω/ω0=1)摆轮振幅θ达到最大值即共振。
当驱动力的频率与摆轮固有振动频率比值越大

(ω/ω0>1)或越小(ω/ω0<1),即振动越不同步,
则一个周期内,其动能和势能的平均值越小,则实

验中表现为振幅值也越小,如图5所示。

图4 动能、势能平均值的变化曲线

图5 摆轮受迫振动的幅频曲线

3.2 瞬时功率及振幅分析

考虑到弹性力矩的周期对称性,在一个周期

内做功为0。因此,接下来主要讨论驱动力矩和阻

力矩的功率随时间变化的规律,从而分析摆轮在

周期性振动过程中能量转化。驱动力矩的功率记

为PM

PM =Mdθdt=-M0cos(ωt)ωθbsin(ωt+φ0)

(16)

  从式(16)可见,在不同的时刻,此功率可能为

正也可能为负,即驱动力有时向摆轮提供能量,有
时又 会 消 耗 摆 轮 的 能 量。阻 尼 力 矩 的 功 率 记

为Pf

Pf =-bdθdt  
2

=-bθb
2ω2sin2(ωt+φ0)

(17)

  从式(17)可见,阻尼力矩功率小于0,处于消
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耗摆轮能量的状态。由式(16)和式(17)可以求得

驱动力矩和阻尼力矩的功率振幅之比为

M0ωθb

bω2θb
2 =

M0

bωθb
(18)

由2δ=b/J,m=M0/J,可得

M0

bωθb
=
(ω2-ω0

2)2+4δω2M0J
M02δJ

=
ω2-ω0

2

2δω  
2

+1≥1 (19)

  也就是说,一般情况下驱动力矩功率的幅值,
比阻尼力矩功率的幅值大。只有当ω=ω0 时两者

才相等。在任意时刻t,摆轮获得的净功率为

P=PM +Pf

=-M0ωθbcos(ωt)sin(ωt+φ0)-
bθb

2ω2sin2(ωt+φ0) (20)

  当φ0=π/3时,共振条件下驱动力矩功率、阻
尼力矩功率和净功率与时间t关系如图6所示。

图6 力矩功率与时间关系曲线

从图6中可以看出,驱动力矩功率一直在进

行正负交替的变化,而阻尼力矩一直小于0,摆轮

系统的能量得失和转化情况完全取决于式(20)的
正负,净功率也在不断进行正负交替的变化,这反

映了摆轮受迫振动时,系统一直在进行不同形式

的能量转化。
由式(16)及式(17)可知,驱动功率和阻尼功

率以相同的角速度2ω 变化,因此合成的净功率也

保持同频率变化。可见功能关系变化频率是驱动

力矩变化频率的2倍,随着净功率的变化,系统的

能量在转动动能和势能之间交替,最终达到稳态。
由此可得,摆轮受迫振动从t=0开始到任意t时

间内所做的功为

Wsum-W0=∫
t

0
PM +Pf)dt=∫

t

0
Pdt

=-
M0

4θb(cos(φ0)-

cos(2ωt+φ0))-
M0

2ωθbsin(φ0)t-
bθb

2ω2t
2 +

bθb
2ω2

4 sin(2ωt+2φ0) (21)

  随着总能量的不断变化,摆轮的受迫振动频

率,逐渐趋近于驱动力矩变化频率,即不断趋向于

稳态解。摆轮受迫振动系统通解为

θ=θ0e-δtcos(ωst+φs)+θbcos(ωt+φ0)  (22)

ωs = ω0
2-δ2 (23)

  摆轮的驱动力矩和阻尼力矩做功,与其关联

的一个影响为振动幅值θ 的变化。从式(22)可
见,随着时间的增加,第一项逐渐趋近为0,衰减的

速度仅仅由阻尼系数决定,阻尼系数越大,阻尼力

矩功率越大,摆轮受迫振动系统达到稳态的时间

越短。而驱动力矩的大小,影响着稳态时摆轮振

动幅值的大小。用|θ|表示幅值,则有

θ = θ02e-2δt+θb
2 (24)

  设置如下参数,初始振动幅值θ0=1rad,δ=
0.03N/(kg·m/s),ω=ω0,θb=0.5rad,绘制出摆

动角度幅值变化的极坐标曲线,如图7所示。

图7 摆动角度幅值变化极坐标曲线

从图7中可以看出摆动角度的幅值随着时间

的增加逐渐减小,原因是幅值部分中θ02e-2δt 项

逐渐衰减,最终得到稳定的幅值θb 为0.5rad,即
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只有稳态解幅值最终保留下来。从功能关系的角

度分析,摆轮在阻尼力矩做功下总能量不断减少,
摆轮在驱动力矩做功的影响下振幅逐渐稳定。从

数学表达式角度分析,摆轮振动的通解中,自由振

动分量是指数函数形式,由指数函数的特性,δ 的

数值越大衰减速度越快,因此达到稳态的时间越

短。在时间增大到一定程度时衰减的速度也逐渐

减缓。最终当自由振动分量θ02e-2δt 衰减至趋近

于0,摆轮的摆动角幅值也逐渐衰减至θb,受迫振

动系统达到稳定状态。

4 结语

本文从功能关系的角度,计算出影响摆轮受

迫振动的三种力矩在1/4周期做功的数学表述形

式,同时依据曲线的变化对于摆轮运动的能量转

换进行了分析。接着本文对三种力矩做功的平衡

条件作出了详细的推导与论述,也对阻尼力矩和

驱动力矩的瞬时功率进行了计算,得出任意时间

内所做功的表达式。同时在共振条件作出了功率

与时间的曲线并进行关系分析,最后从受迫振动

系统通解出发分析得出做功、时间与摆轮振动幅

值衰减的关系。
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