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储备池计算在非线性电路实验教学中的应用
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摘 要 在当前推行数智化教育的时代背景下,如何实现人工智能与大学物理实验教学的有机

融合是一个值得关注的问题。为探索这一融合的实践方式,本研究将一种机器学习方

法———储备池计算与非线性电路实验进行结合,探索其在实际教学场景中的潜在应

用。研究表明,RC方法在对三个电阻值下的两路电压信号进行学习后,便能准确给出

这一非线性电路系统在电阻值连续变化时通向混沌的倍周期分岔道路。利用这一功

能,学生在课堂中不仅能够更快、更深入、更全面地了解复杂非线性电路系统的本质,
还能充分领略到机器学习的强大能力。这一尝试为数智化教育的实践提供了一种可

行途径。
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Abstract In
 

the
 

current
 

era
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promoting
 

“digital
 

intelligence”
 

education,
 

how
 

to
 

achieve
 

the
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of
 

artificial
 

intelligence
 

with
 

university
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teaching
 

is
 

a
 

question
 

worth
 

exploring.
 

To
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practical
 

methods
 

of
 

this
 

integration,
 

this
 

study
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a
 

machine
 

learning
 

method—Reservoir
 

Computing
 

(RC)—with
 

nonlinear
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applications
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powerful
 

capabilities
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machine
 

learning.
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the
 

practice
 

of
 

“digital
 

intelligence”
 

education.
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  人工智能(Artificial
 

Intelligence,
 

AI)技术的

发展标志着现代计算能力进入了一个全新的时

代,它通过模拟人类的思维模式,理解行为产生的

基本原理,并开发出新的算法。AI技术的核心目
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标是搭建出具有理解、学习、推理、规划和交互能

力的机器,使其能够在不同的情境中作出相应的

反应,用以执行复杂的任务。目前,AI技术中的

机器学习、计算机视觉、自然语言处理等算法已在

多个实际应用领域取得显著进展,如自动驾驶车

辆[1]、语音识别[2]和图像识别[3]等。其中,机器学

习算法以其强大的自我学习能力在 AI领域引起

了广泛的关注。它能够不依赖于系统的先验知

识,仅通过分析大量数据便获取到其中隐藏的有

效信息,并做出有效决策。

AI技术的出现同样为大学物理实验教学带

来新的机遇。随着AI时代的到来及“强化现代”
概念的提出,一种集成了 AI技术的物理实验方

式———“AI+物理实验”应运而生。将实验内容与

人工智能及数智技术相结合,能够实现依靠数据

驱动的实验设计、实验过程优化,实验结果预测等

多种实用功能,有效提高实验教学的质量和效率,
为达成“发展学生的科学思维和创新意识,提升分

析和创新能力”这一大学物理实验教学的核心目

的提供助力。
非线性系统相关的大学物理实验课程,包括

混沌扭摆、非线性电路等,是大学物理实验中的重

要组成部分,而传统的教学方式对于非线性系统

的处理仍然存在诸多问题。首先,因非线性系统

动力学行为的高度敏感性,且实验元件的精度和

灵敏度有限,
 

参数调节不当会导致某些实验现象

的隐藏。例如,混沌状态中隐藏的周期窗口。所

以在实验过程中为了能够看到更全面的现象,需
要对参数进行反复调试,拉长了实验周期,使得教

学效率低下。并且对于混沌现象来说,倍周期分

岔是理解系统在确定性规则下表现出的对初值高

度敏感和不可预测的动态行为的一个关键的途

径,它是一条通向混沌的典型道路,可以认为是从

周期窗口进入混沌状态的一种方式。通过研究系

统动力学的分岔图,能够更直观地观察到系统变

化的临界点,还能证明系统参数的微小变化可能

会导致系统动力学的剧烈变化。但是由于课堂时

间有限,且准确呈现倍周期分岔图所需要测量的

数据量较多,学生较难在课堂上直观地看到混沌

产生的路径。其次,实验数据难免会因为元件之

间的摩擦损耗或数据存储精度问题受到噪声的污

染,实验设备的功能不完备也可能导致数据的缺

失,皆使得理论模型与实际系统之间存在误差。

因此,理论模型虽然能够提供具有一定参考意义

的指导,但往往无法完整描述实际系统中的复杂

现象。学生无法根据提供的理论模型复现当前的

实验结果,这对理解混沌的过程构成了障碍。综

上所述,如何在实验过程中感知到原件参数值的

变化及当前参数值的大小,并给出有针对性的调

节指导意见,如何减少噪声干扰,提高数据的准确

性和可靠性,在复杂现象和理论的简化模型之间

找到平衡,更加全面地刻画揭示系统的本质规律

等,均是非线性物理实验教学亟待突破的问题。
传统的重构方法,如最小二乘法等,对实验数据的

要求较高,变量的缺失或数据的噪声对数据的处

理或理论模型的变换均需要较高的技巧。AI技

术不依赖理论模型的信息,能够通过直接分析已

有的观测数据,自主学习和识别出系统的行为特

征,并构建出近似的动力学模型,为大学物理实验

教学注入新时代的活力。
机器学习中循环神经网络(RNN)算法,主要

用于处理序列数据[4,5]。储备池计算(reservoir
 

computing,
 

RC)方法由Verstraeten等人命名,其
前身为回声状态网络(echo

 

state
 

networks,
 

ESNs)[6]

与液态机(liquid
 

state
 

machines,
 

LSMs)[7]。因其

简化的网络结构与对网络中邻接矩阵谱半径及稀

疏度的控制,有效缓解了RNN常见的梯度爆炸问

题,并在语音识别[8]、链路推理[9]等领域均有广泛

的应用。研究表明,经过适当训练的 RC能够准

确预测典型混沌系统的演化状态,持续时间约为6
个李雅普诺夫时间[10],这远比传统非线性科学方

法的预测时间长。除了预测短期状态演化,RC还

能够准确地重复混沌系统的长期统计特性,如吸

引子的形状和李雅普诺夫指数[11],从而被广泛用于

预测混沌现象和重建混沌系统分岔图
 [11-22]。并且

将参数控制通引入标准RC———参数感知储备池计

算(parameter-aware
 

reservoir
 

computing,
 

PARC)方
法[23],根据几个采样状态的时间序列训练模型,
可以推断出采样集外其他状态的动力学特性。

本研究以非线性电路实验为例,在仅能测量到

的两路电压信号的情况下,通过PARC方法,只利

用三个采样状态的时间序列训练机器学习模型,就
能够推断出不包含在训练集中的其他状态的动力

学特性,准确重现实验相图与相应的分岔图,大大

缩短了实验的时间成本及操作难度,为学生们理解

591



物理与工程 Vol.35 No.3 2025

实验的非线性特征与倍周期分岔道路提供了更直

观有力的支撑。这种数据驱动的方法不仅展示了

AI技术在处理实际实验限制中的强大适应能力,也
体现了AI技术与大学物理教学相结合的优势。

图2 非线性电路实验相图

(a)
 

周期一;
 

(b)
 

周期二;
 

(c)
 

周期四;
 

(d)
 

周期三;
 

(e)
 

单吸引子;
 

(f)
 

双吸引子

1 非线性电路实验概述

本工作采用的非线性电路是由Chua于1983
年提出的,由于其简洁性和典型性,成为研究非线

性动力学和混沌现象的重要模型之一[24-25]。它是

由线性电阻﹑电容、电感和非线性电阻组成的三

阶自治电路,通过改变电路参数,可以实现丰富的

动力学现象,产生复杂和不可预测的混沌动态行

为。非线性电路的电路原理图如图1(a)所示,其
中一共有五个基本的电路元件,包括四个线性元

件电容C1,电容C2,电感L,线性可变电阻R0 和

一个非线性电阻R。非线性电阻R 是一个分段线

性的电阻,它的I-U 特性曲线如图1(b)所示。
本研究使用混沌系统实现加密通信功能的大

学物理实验设备———ZKY-HD型混沌原理及应用

物理实验仪,测量非线性电路的数据。通过调节

电路中的可变电阻旋钮改变电路状态,测量其电

阻大小,并用LabVIEW 软件与配套的数据采集

图1 非线性电路原理图及非线性电阻的伏安特性曲线

(a)
 

电路原理图;
 

(b)
 

非线性电阻的I-U 特性曲线

卡实现数据的精确存储。但是,当前的实验仪器

只能输出电容两端的电压信号,通过电感的电流

信号无法采集到。
在实际教学中,非线性电路实验的主要内容

包括两个部分:测量非线性电阻R 的I-U 特性曲

线和观察倍周期分岔走向混沌的道路。第一部分

的实验操作需要学生取下非线性电阻R,外接电

流表和电源。通过调节旋钮改变电源电压的大

小,测量在不同电压下通过非线性电阻R 的电流

的变化规律,从而得到其I-U 特性曲线。第二部

分的实验操作,需要学生通过调节旋钮改变可变

电阻R0 的大小以改变电路状态,同时观察示波器

屏幕上的电路曲线呈现出的倍周期变化,感受其

走向混沌的道路。由于混沌是系统中多个周期轨

道的不稳定而产生的,如果仔细调整R0,还可以

观察到落在混沌区域中的周期三轨道窗口。图2
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给出了通过逐渐减小R0,不同的周期状态与混沌

状态下的实验相轨迹图像。
在实际测量分岔图的过程中,学生一般需要

花费2至3小时才能得到一张较为完整的图像。
同时,学生还需要通过选取适当的数据间隔来捕

捉系统从一种状态向另一种状态转变的精确点。
这种需求在教学环境中特别具有挑战性,因为学

生在课堂的有限时间内往往难以获取足够的数据

点,或调整到恰当的数据间隔,从而导致分岔点的

不准确,倍周期分岔图不清晰,如图3所示。

图3 实验测量的非线性电路分岔图

根据电路原理,可通过以下方程组对非线性

电路进行建模

u̇1=
1

C1R
u2-u1  -

1
C1

gu1  

u̇2=
1

C2R
u1-u2  +

1
C2

iL

i̇L =
1
L -u2  

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(1)

其中,u1 为电容C1 两端的电压,u2 为电容C2 两

端的电压,iL 为通过电感L 的电流,g u1  为描述

非线性电阻R 的I-U 特性多项式

gu1  =Gbu1+
1
2 Ga -Gb  u1+Bp - u1-Bp  

(2)

  为了能够缩短测量时间,简化得到倍周期分

岔图的过程,需要采取新的分析策略。并且由于

当前使用的实验装置无法获取iL 的数据,传统的

建模与分析方法显然不再适用,所以无法直接应

用非线性电路的理论模型(1)来进行实验现象与

倍周期分岔图的模拟。

2 机器学习方法的应用

2.1 储备池计算

机器学习方法依赖于大量的数据进行训练,
通过数据驱动的方法捕捉系统的潜在规律和模

式,而不依赖于对系统动力学的显式了解。因此,
即使在某些变量缺失的情况下,模型仍可以从不

完全的数据中提取出有用的信息,有效地进行预

测和分类。在本实验中,虽然存在iL 缺失的情

况,但对于机器学习模型的训练过程影响较小。
且通过恰当的机器学习模型的设计,依然可以实

现对非线性电路复杂非线性行为的准确分析。

图4 PARC计算原理示意图

(a)
 

训练阶段;
 

(b)
 

输入信号示意;
 

(c)
 

重构阶段

通常的RC由输入层、储层和输出层三个模

块组成,其储层为一个随机生成的固定核心网络,
用以处理输入信号,且只需对网络的输出层进行训

练。PARC的结构原理如图4(a)所示[23],与传统

RC不同的是,PARC方法在输入层中引入了一个

额外的参数通道R,与采集到的实验数据uR t  同

时作为信号输入到储层中对模型进行训练。其中

实验数据uR t  =[u1t  ;u2(t)]表示在调节实验

仪器的可变电阻值为R 时,所采集到的非线性电

路在t时刻的两路电压时间序列。此外,PARC
方法需要利用多组数据片段来增强训练过程,从

791



物理与工程 Vol.35 No.3 2025

而优化模型的性能和预测精度。因此,在训练阶

段,输入信号由采集的多组实验数据uR t  和相

应的R 拼接而成,即

guR t  ,R  =(u1t  ,u2t  ,R)T (3)
注意到,由于实验教学中并未对iL 进行测量,因
此输入信号中不包含iL 的数据,仅通过u1t  ,
u2t  对模型进行训练。

储层节点动力学状态的更新公式为

xt  = 1-α  xt-1  +αtanh[WinuR t-Δt  +
Wxt-Δt  +WRR] (4)

其中,储层节点数为N=600,xt  为N 个储层节

点的状态,Win 为服从[-σ1,σ1]均匀分布的随机

输入矩阵作为输入权重,WR 为服从[-σ2,σ2]均
匀分布的随机输入矩阵作为输入权重,W 为服从

[-1,1]均匀分布的随机储层连接矩阵作为储层

节点的耦合权重,α 为控制储层状态更新速度及

其记忆能力的泄漏率。储层节点状态与输出信号

通过方程

yt  =Woutxt  (5)
耦合。其中,yt  =[u'1t  ;u'2(t)]为输出信号,

Wout 为通过训练过程得到的输出矩阵。综上所

述,PARC中的超参数除了Wout 外,在训练时均为

固定参数。因此,在训练阶段的任务就是找到一

个合适的输出矩阵Wout,使输出信号y t  经过

式(5)计算后尽可能接近下一时刻的输入信号

uR t+Δt  。这可以通过岭回归算法实现,它是一

种通过最小化关于Wout 的损失函数

Wout=yt  xt  T xt  xt  T+ηE  -1 (6)
来找到Wout 的方法。其中,η 为避免过拟合的岭

回归参数,E 为单位矩阵。
根据机器学习中的标准策略,为了能够找出

在训练集与测试集上表现均良好的模型,需要采

取一些手段对模型的超参数进行优化。本研究对

参数空间中一定范围内的超参数进行扫描,包括

W 的稀疏度ρ、W 的谱半径λ、岭回归参数η、泄漏

率α、Win 的均匀分布范围σ1、WR 的均匀分布范围

σ2,计 算 出 每 种 参 数 组 合 下 的 均 方 根 误 差

(RMSE),取均方误差最小的超参数组合作为后

续使用的PARC模型。
在找到最优模型后,利用它来重构相图与倍

周期分岔图。图4(c)为模型在重构过程中PARC
的工作过程,通过将下一时刻的输出信号重新作

为输入信号送回到PARC中,同时将控制参数调

整为任意想要观测的值,形成一种自反馈机制使

得信号在模型中循环迭代,最终得到目标的输出

信号。

2.2 计算相图与分岔图

在实际实验中,首先采集 R=1690Ω,R=
1710Ω,R=1730Ω三组实验数据,得到了每组包

含4000个数据点的时间序列。将时间序列分成

两个长度相等的部分,前半部分作为数据的训练

集,后半部分作为数据的验证集。因此,整个训练

集的大小为6000个数据点,验证集的大小也为

6000个数据点。根据本研究选取的实验数据,利
用上述数据处理与模型训练方法,寻找到最优的

超参数。将这组超参数下的PARC作为该实验的

近似动力学模型。在后续重构的过程中,先输入

已有的真实数据启动PARC,再抛去前10000个

不稳定点,得到最终的重构相轨迹。
为了验证PARC模型对采样数据集之外的其

他状 态 的 重 构 结 果 的 准 确 性,研 究 选 取 R=
1700Ω,重构该参数下的相图并与实验相图对比,
结果如图5所示。可以看到,吸引子的形状十分

相似,且参数的变化范围保持一致。因此,经过训

练的PARC模型能够较好地重构出实验相图。

图5 吸引子相图

(a)
 

实验测量结果;
 

(b)
 

重构结果,其中参数组合为ρ=0.27,λ=

0.75,η=7×10
-5,α=0.24,σ1=0.86,σ2=0.0027

接下来对实验的倍周期分岔图进行重构。根

据训练好PARC模型,将参数通道R 的值从R=
1710Ω逐渐增加到R=1780Ω,增量步长设定为

ΔR=1Ω。对于每一个R 值,存储10000个输出

信号中的数据点,并提出u1 t  作为输出序列。
通过遍历每个R 值下的输出序列,从第二个数据

点到倒数第二个数据点,找到并标记出大于前后

相邻两个数据值的数据点,作为当前R 下的局部

极大值。随后,这些遍历出的R 下的局部极大值

可用来绘制实验的倍周期分岔图,如图6所示。
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图6 倍周期分岔图对比

(a)
 

实验测量结果;
 

(b)
 

重构结果

可以看到,利用PARC方法绘制的分岔图从

周期一到周期二的分岔点重构误差仅在0.1%,且
相比于实验测量分岔图,能更清晰的展现出嵌入

在混沌态中的周期三窗口。综上,重构得到的倍

周期分岔图更直观地显示出参数变化引起的系统

动力学行为的转变,清晰地揭示其走向混沌的道

路。由此也显著加深了学生对混沌现象的理解。
用训练好的RC系统计算得到上述分岔图的

过程在1分钟之内便可完成,即便是包含了三组

训练数据的测量时间,获得完整分岔图所需的时

间也不足10分钟。这不仅大大缩短了实验数据

的测量周期,得到的图像在质量和精度上也显著

提高,学生在准确推断出高阶周期轨道的过渡点

的同时,还能识别出嵌入在混沌区域中的周期窗

口。这些结果表明,PARC方法在处理和分析复

杂非线性动力系统方面具有更全面的能力,能够

提供更细致的描述系统的动力学特征。
从动力系统的角度来看,PARC的储层可以

被视为一个由非线性单元耦合而成的复杂网络。
这种网络结构相较于非线性电路动力系统的复杂

度更高,因而在对混沌现象进行重构时表现出更

优越的效果。具体而言,通过输入信号驱动其复

杂的内部动态,并通过读出函数生成输出,这种机

制使得PARC能够捕捉并表征复杂的非线性行为

和动力学特性。相比之下,非线性电路虽然能够

展示出丰富的混沌现象,但其系统结构相对简单,
因此在重构复杂混沌系统的长时间行为和统计特

性方面,PARC显示出更强的适应性和精确性。
通过高效地处理和分析时间序列数据,PARC不

仅能够精确重构短期状态演化,还能真实再现混

沌系统的长期统计属性。

3 结语

本研究将储备池计算与非线性电路实验相结

合,在缺失电流信号的情况下得到了准确的实验

相图与倍周期分岔图。不仅能够更直观地展示混

沌动力系统的复杂行为和奇妙特性,还通过AI技

术对非线性系统的倍周期分岔行为进行了准确的

重现,极大地增强了教学效果。通过这种创新的

教学手段,学生在更快、更深入、更全面地掌握复

杂非线性系统本质的同时,还领略了AI技术的强

大之处,为大学物理实验教学的应用打下坚实的

基础。
下一步的计划是将PARC与数字孪生技术相

结合,实现对实验数据的实时测量、倍周期分岔图

的展现。为了让学生快速找到隐藏在混沌态中的

周期窗口,并且在课堂上测量较少组的数据就观

察到相应的倍周期分岔图,我们准备设计更全面

且可以实时指导的工具,此工具将及时反馈学生

的见解和疑问,以提升课堂的效率。
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