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摘 要 石墨烯作为一个前沿的研究领域,其本征值问题的求解对量子力学教学具有重要的示

范意义。本文以石墨烯为例,提出了严格求解外加电磁场下无质量狄拉克方程本征值

问题的一种较为简洁的方法,即基于朗道和栗弗席兹的相对性量子理论原理,并借助

一维谐振子模型众所周知的本征值解巧妙地解析得到了狄拉克方程的本征能量和本

征波函数。结果表明,在外加电磁场的石墨烯物理系统中,电场会使得相邻朗道能级

间隔发生收缩,并最终导致整个朗道能谱在β=1的临界值处突然发生塌缩,这一有趣

的物理现象在非相对论性的标准二维电子气系统中并未出现。石墨烯本征值问题的

求解,可以展示量子力学在凝聚态物理和材料科学中的应用。学生可以学习如何使用

量子力学理论来解释和预测石墨烯的电学性质,如能带结构和导电性等。这有助于增

强学生对量子力学理论与实际应用之间的联系,提高他们对凝聚态物理和材料科学中

量子效应的理解。
关键词 石墨烯;电磁场;狄拉克方程;本征值
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Abstract Graphene,
 

as
 

a
 

cutting-edge
 

research
 

field,
 

holds
 

significant
 

demonstrative
 

value
 

for
 

quantum
 

mechanics
 

education
 

through
 

the
 

solution
 

of
 

its
 

eigenvalue
 

problems.
 

In
 

this
 

paper,
 

taking
 

graphene
 

as
 

an
 

example,
 

we
 

propose
 

a
 

relatively
 

concise
 

method
 

for
 

the
 

exact
 

solution
 

of
 

the
 

eigenvalue
 

problem
 

of
 

the
 

massless
 

Dirac
 

equation
 

in
 

the
 

presence
 

of
 

an
 

external
 

electro-
magnetic

 

field.
 

This
 

method
 

is
 

based
 

on
 

the
 

principles
 

of
 

relativistic
 

quantum
 

theory
 

by
 

Lan-
dau

 

and
 

Lifshitz,
 

and
 

with
 

the
 

help
 

of
 

the
 

well-known
 

eigenvalue
 

solution
 

of
 

one-dimensional
 

harmonic
 

oscillator
 

model
 

the
 

eigenenergy
 

and
 

the
 

eigenstate
  

are
 

obtained
 

by
 

cleverly
 

resolving
  

the
 

Dirac
 

equation.
 

The
 

results
 

show
 

that
 

in
 

the
 

graphene
 

physical
 

system
 

under
 

an
 

external
 

electromagnetic
 

field,
 

the
 

electric
 

field
 

causes
 

a
 

contraction
 

in
 

the
 

spacing
 

between
 

adjacent
 

Landau
 

levels,
 

eventually
 

leading
 

to
 

a
 

sudden
 

collapse
 

of
 

the
 

entire
 

Landau
 

spectrum
 

at
 

the
 

05
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critical
 

value
 

of
 

β=1.
 

This
 

interesting
 

physical
 

phenomenon
 

does
 

not
 

occur
 

in
 

the
 

non-relativ-
istic

 

standard
 

two-dimensional
 

electron
 

gas
 

system.
 

The
 

solution
 

of
 

the
 

eigenvalue
 

problem
 

of
 

graphene
 

can
 

demonstrate
 

the
 

application
 

of
 

quantum
 

mechanics
 

in
 

condensed
 

matter
 

physics
 

and
 

materials
 

science.
 

Students
 

can
 

learn
 

how
 

to
 

use
 

quantum
 

mechanics
 

theory
 

to
 

explain
 

and
 

predict
 

the
 

electronic
 

properties
 

of
 

graphene,
 

such
 

as
 

its
 

band
 

structure
 

and
 

conductivity.
 

This
 

helps
 

to
 

enhance
 

students􀆳
 

understanding
 

of
 

the
 

connection
 

between
 

quantum
 

mechanics
 

theo-
ry

 

and
 

its
 

practical
 

applications,
 

and
 

improves
 

their
 

comprehension
 

of
 

quantum
 

effects
 

in
 

con-
densed

 

matter
 

physics
 

and
 

materials
 

science.
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  将科技前沿知识融入高校物理教学具有重要

的意义。首先,科技前沿知识是时代发展的最新

成果,通过将其融入物理教学,可以帮助学生了解

和关注科学技术的最新进展,增强他们对物理学

科的兴趣和好奇心。其次,融入科技前沿知识可

以促使物理教学与实际应用更加贴近。物理学作

为一门实验性较强的学科,科技前沿的应用实例

可以让学生更好地理解物理原理,并将其应用于

实际问题的解决中。这样的教学方法不仅有助于

学生培养解决问题的能力,也可以激发他们对物

理学科的实际应用价值的认识。此外,融入科技

前沿知识还有助于培养学生的创新思维和科学精

神。了解和学习最新的科技前沿知识,可以帮助

学生拓宽视野,增强对科学知识的深入理解,培养

学生对新问题的探索和解决能力。这对学生未来

的创新能力和科研潜力的发展具有重要意义。总

之,将科技前沿知识融入大学物理教学不仅可以

激发学生对物理学科的兴趣和好奇心,还可以贴

近实际应用,培养学生的解决问题能力和创新思

维,为他们的科研和职业发展打下良好基础。
在量子力学的教学中引入石墨烯前沿可以帮

助学生更好地理解量子力学的基本概念和原理,
并将其应用于现实世界中的科学和技术领域。石

墨烯是由单层碳原子排列而成的准二维材料[1],
展现了一系列奇特的量子力学行为[2,3],因而一跃

成为凝聚态物理和材料物理领域的研究热点。通

过研究石墨烯可以加深学生对于准二维材料的理

解,并帮助他们更好地理解量子力学在这类材料

中的应用。石墨烯中的电子表现出量子隧穿效

应,即电子可以以概率非零的方式穿越出固体的

能带,并在另一侧出现。这个现象在量子力学中

具有重大意义,对于学生掌握隧穿效应以及相关

的量子力学概念是非常重要的。此外,石墨烯中

的电子遵循狄拉克(Dirac)方程,这意味着它们被

描述为狄拉克费米子。狄拉克费米子是量子力学

中的一类粒子,具有特殊的性质,如反相对称性和

存在反粒子。通过研究石墨烯,学生可以更好地

理解狄拉克费米子的行为以及它们在量子力学中

的重要性。特别地,由于其独特的电学性质,石墨

烯可以应用于量子点、量子阱、量子线等器件中,
这些器件在现代科技中发挥着重要作用。通过

引入石墨烯,学生可以了解这些器件的工作原

理,并将所学的量子力学理论应用于实际应用场

景中。
本征值问题是量子力学中的基础概念之一,

它涉及量子系统的能量和态的特性。解决本征值

问题对于量子力学教学是至关重要的,可以提升

学生对量子态和量子系统性质的理解,并培养他

们的问题解决能力和数学思维。正如前文所述,
石墨烯在近年来的研究中引起了广泛的关注,其
本征值问题的求解对量子力学教学具有重要的示

范意义。前期,我们根据相对性量子理论的原

理[4,5],在外部电磁场的存在下,已经严格求解了

石墨烯中的狄拉克方程并得到了本征能量和本征

波函数[6],并将这种方法成功地扩展到了更为复

杂的情景,如外加电磁场下的石墨烯纳米带(带有

锯齿和扶手椅边缘)[7],以及涉及电磁场与自旋

轨道相互作用[8]和应变场耦合[9]的情形。然而,
由于我们的文献只是简单提及计算思路并未给出

推导细节,本文旨在呈现并讨论详细的推导过程,
促进与读者的交流和探索。除了我们的方法外,
还有其他方法用于求解外加电磁场下石墨烯的本

征值。例 如,Lukose等 人 提 出 了 洛 伦 兹 变 换

法[10];Peres等人基于双线性对角化方法开发了
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一种代数解法[11];我们的合作者Alisultanov等人

提出了一种基于Lifshitz-Onsager量子化条件的

准经典方法[12]。相比较而言,我们研究中采用的

方法提供了一个更简单和更清晰的获取本征值的

过程。

1 哈密顿量

如图1所示,本文以理想石墨烯为例,且要求

其晶格尺寸比晶格常数(a=2.461Å)大得多,故
而这里无须考虑杂质、缺陷以及不同类型边界(如
扶手椅、锯齿型等)引入的约束条件。严格地讲,
石墨烯是具有一个原子层厚度的准二维平面六角

蜂窝型结构。理论上,根据石墨烯的结构特点,我
们利用固体理论紧束缚近似 和 量 子 电 动 力 学

(QED)的方法,已经成功推导出石墨烯自由狄拉

克粒子的哈密顿量形式[13]即 Ĥ=vF̂α·p,并求解

得到狄拉克点(零能)附近的能谱色散关系,即本

征能量ε k  =±  vFk=±pvF,结 果 表 明 能

量ε  与动量 p  之间满足线性关系呈现相对论

特性,而不是非相对论性的抛物线关系εk  =
 2k2/2m  =p2/2m  。换言之,石墨烯自由狄

拉克粒子的性质非常类似于静质量为零的相对论

粒子,其费米速度vF 等效于光速c*=vF ≈1.0×
106m/s,故被称作无质量狄拉克费米子,这一特性

已被实验证实[1-3]。因此,在外加电磁场情况下,
我们选定QED模型———外加电磁场的无质量狄

拉克方程,而非薛定谔方程来描述它。

图1 石墨烯结构示意图,深(浅)色小球分别表示

碳原子A(B)子晶格

在石 墨 烯 面 内 施 加 均 匀 静 电 场 [E =
-E,0,0  ,U=Eex],在垂直于石墨烯面施加均

匀静磁场[B= 0,0,B  ,A= 0,Bx,0  ](这里矢

势A 取朗道规范),则外加电磁场下石墨烯的单粒

子哈密顿量可以表示为[5,9]

Ĥ =vF̂α·Π +ÎeEx (1)
其中,符号vF 表示费米速度,̂α 表示自旋泡利

(Pauli)矩阵,Π=p+eA 表示包含磁场的正则动

量,̂I 表示(2×2)单位矩阵。

2 本征值

本文主要考虑外加恒定电磁场下,石墨烯载

流子狄拉克方程的定态本征值问题,也就是求解

ĤΨ=εΨ,即 vF̂α·Π+̂IeEx  Ψ=εΨ,其中符

号ε表示定态本征能量和 Ψ 表示定态本征波函

数,故而这里不出现旋量场时间导数项。根据朗

道(Landau)和栗弗席兹(Lifshitz)的相对性量子

理论[4],可将哈密顿量 Ĥ 满足的狄拉克方程转化

为辅助性二阶方程

[ε-eEx  2-v2
F p+eA  2+e Bv2

F̂αz +
  ie EvF̂αx]Ψ=0 (2)

其中,符号ε表示狄拉克方程本征能量,其他符号

都是惯用的标准符号。这里值得注意,对方程(2)
中各项做量纲分析之后可以发现,将狄拉克方程转

化为二阶方程(2)使得方程(2)括弧里面各项量纲

均变为能量平方的量纲 L2MT-2  2。从方程(2)还
可以看出,该式左边前两项依赖于轨道坐标,后两

项则依赖于旋量坐标(即泡利矩阵),故本征函数Ψ
应为轨道函数ϕx,y  和旋量函数χ± E,B  的乘

积,可表示为Ψ~ϕ x,y  χ± E,B  。假设式(2)
左边后两项本征值为η±,则有

e Bv2
F̂αz +ie EvF̂αx  χ± E,B  =η±χ± E,B  

(3)
将泡利矩阵代入上式后,不难求出其本征值

η±=±e Bv2
F 1-β2 (4)

和正交归一化的本征旋量

χT
+=β m,0,0,i m n  

χT
-=0,β m,-i m n,0   (5)

这里定义

m = β2+ 2
n  

-
1
2

n =1- 1-β2  
1
2

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (6)

其中,β=E/(BvF)是一个与电场有关的无量纲参量,
且满足洛伦兹协变性条件|β|<1。在当前的物理图

像下,轨道本征函数ϕx,y  可以看作依赖于x 且沿
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y 方向的平面波ϕ x,y  ~expikyy  ϕn x  并满

足以下方程

ε-eEx  2-v2
F p+eA  2  ϕ x,y  ≡ηnϕx,y  

(7)
整理之后,可得

 -2mv2
F

p2
x

2m +
mω*2

c

2 x-x*2
c  􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 +

  
Bε+pyE  2

B2 1-β2   ϕn x  ≡ηnϕn x  (8)

显然,上式左边第一项(即唯一的非常数项)与一

维谐振子哈密顿量成正比,故其本征能量和本征

函数是已知的,这是本文求解的关键。这里值得

强调,在外加垂直恒定磁场条件下,石墨烯载流子

会在面内做匀速圆周运动。根据量子理论,在x-
y 平面内的圆周运动对应一种简谐振动,能量是

量子化的,这些量子化的能级被称为朗道能级。
如果同时在面内施加恒定电场时,电场就会对谐

振子轨道中心、振动圆频率以及朗道能级等进行

修正。具体如何修正正是本文要讨论的问题。基

于这样的物理图像,我们根据朗道和栗弗席兹理

论将狄拉克方程转化为二阶方程(2)之后,再经过

形式上的整理最终可以得到方程(8)。方程(8)第
一项与一维定态谐振子哈密顿量成正比,其中包

含了谐振子的二次方势。这个二次方势函数的中

心值x*
c 对应谐振子轨道中心,这表明石墨烯载

流子会被约束在x 方向作一维谐振子运动。具体

地,第一项中的ω*
c =ωc(1-β2)1

/2 和x*
c =(xc-

εβ2/eE)/(1-β2)分别表示电场修正后的回旋频

率和谐振子轨道中心,其中ωc=eB/m 和xc=

l2cky 分别表示无电场时的回旋频率和谐振子轨道

中心,且lc=  /eB表示无电场时的磁长度(或特

征长度),在有电场时应改写为l*
c =  /mω*

c =

lc/1-β2  1/4。由此可得

 -2mv2
F n+

1
2   ωc

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 +

  
Bε+pyE  2

B2 1-β2   ϕn x  ≡ηnϕn x  (9)

故有

- 2n+1   eBv2
F(1-β2)

1
2+

ε+pyvFβ  2

1-β2
=ηn

(10)
联合式(4)和式(10)共同代入方程ηn+η±=0后,

可得本征能量

ε=± 2n+1±1  eBv2
F(1-β2)3

/2 - vFβky

(11)
其中,符号n 为整数(n=0,±1,±2,…),用于

标记量子化的朗道能级。由于根号外的“±”号在

n>0时取“+”且在n<0时取“-”,故可用符号

函数sgn(n)代替。实验结果[2,3]表明,无电场时

最低朗道能级(即n=0)的能量为零,因而根号内

的“±”号应取“-”。最终,狄拉克方程的本征能

量可以表示为

εn,ky =sgn(n)ωg |n|- vFβky (12)

这里定义ωg= 2 vF 1-β2  3/4/lc。该式表明方

程(1)哈密顿量的能量本征值等于量子谐振子的

能量与位于x*
c 处的带电粒子在势场U x  中的

势能之和。该本征能量完全由n 和ky 两个量子

数决定,即对于确定的n,粒子按ky 分布,由于电

场的存在,粒子在不同ky 处位能不同,这使得能

量εn,ky
对ky 的简并被消除了,每一个固定的n

量子数的朗道能级扩展为一个能带。在此基础

上,可以进一步得到本征波函数Ψ的严格解

Ψn,ky =
expikyy  

2Ly
 l*

c

-iΦn-1ξ  
Φn ξ    χ± E,B  

(13)
其中,Φn ξ  一维谐振子波函数,可以用归一化的

厄米多项式 Hn ξ  表示

Φn ξ  =
exp-ξ2/2  

2nn! π
Hn ξ  (14)

这里定 义 符 号ξ= x-x*
c  /l*

c 且x*
c =xc-

sgnn  2|n|l*
cβ。而x*

c 可由前面得到的x*
c =

(xc-εβ2/eE)/(1-β2)结合本征能量式(12)求
出。显然,x*

c 明显不同于非相对论且有电场时的

结果xcon
c =l2cky-v2

Fβ2m/eE。
事实上,只要垂直均匀磁场存在,不管是否外

加均匀电场,粒子都会在实空间石墨烯面内做经

典圆周运动,此即谐振子运动;并在能量空间形成

朗道能级(带)。在本文选取的朗道规范下,本征

函数式(13)的平面波成分expikyy  表明,粒子沿

y 方向是平面波,反映出波函数在y 方向是扩展

的;然而,束缚态成分ϕn x  或Φn ξ  的局域特性

确定了载流子运动被束缚在x 方向且作谐振子运

动,即在沿x 方向由谐振子波函数描写。这里,
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xc=l2cky 与x*
c =l2cky-sgnn  2|n|l*

cβ 分别

对应于零电场与非零电场情况下,粒子经典圆运

动或谐振子运动中心的x 坐标。xc(x*
c )与ky 有

关,意味着对于一个确定的n 朗道能级(带),粒子

态会按照ky 分布。也就是说,每一个确定的ky

值,给定能量空间n 朗道能级(带)上一个粒子态

的位置,同时也给定对应实空间一个粒子经典圆

运动或谐振子运动中心的位置。

由于x*
c =l2cky-sgnn  2|n|l*

cβ,根据本

征函数式(13)可知,ky 是守恒量,故x*
c (对应于

经典圆运动中心的x 坐标)也是在量子理论中的

守恒 量。当 电 场 为 零 时,ky 项 - vFβky  在

式(12)中消失,故x*
c 的数值不会影响本征能量

εn,ky
的值,ky 的数目正反映了量子理论中的简并

度。当电场不为零时,ky 项在式(12)中出现,故

x*
c 的数值会影响能量εn,ky

的值,导致εn,ky
对ky

的简并被消除,使得每一个n 朗道能级扩展为一

个能带。基于x*
c 可以求出任意n 朗道能带在单

位面积内的总状态数。假设载流子的运动被限制

在一个面积为S=LxLy 的石墨烯平面内。这时,
沿y 方 向 的 平 面 波 矢ky 由 周 期 边 界 条 件

Ψx,y+Ly  =Ψx,y  变为分立ky=2πl/Ly(l=
0,±1,±2,…),其相邻允许的ky 值之间的间隔

为δky=2π/Ly。显然,ky 的量纲[L-1]和晶格尺

寸Ly 的量纲[L]互为倒数。根据x*
c =l2cky-

sgnn  2|n|l*
cβ,可以将可能的ky 范围Δky 与物

理上允许的x*
c 的范围Δx*

c 关联起来,即Δx*
c =

l2cΔky。由 于Δx*
c =Lx,故 朗 道 态 应 分 布 在

0≤x*
c ≤Lx 范围内,则ky 的允许范围应为Δky=

Δx*
c/l2c。因此,单位面积内任意n 朗道能带上的

量子态数目为Dn=gsΔky/Sδky  =2eB/  π  ;
这里Dn 与n 无关,而且实验[1-3]要求gs=4,说明

石墨烯满足自旋简并和子晶格简并。
这里需要强调,本文的模型是理想石墨烯且

晶格尺寸比晶格常数大的多的情形,故而没有考

虑杂质、缺陷以及不同边界类型(如扶手椅、锯齿

型等)引入的约束条件。图1只是石墨烯结构的

示意图,并不涉及边界条件的设定。进一步地,本
征函数式(13)表明,电场会挤压谐振子态Φn ξ  以

至于电子和空穴的波函数发生混合,这里的挤压

作用在物理上对应磁长度lc 的变化。进一步地,

ξ= x-x*
c  /l*

c 表明谐振子高斯包的位置与朗

道能级指标(即量子数n)有关,然而非相对论的

标准二维电子气则无此结论。本文解析得到的本

征值与文献[9-11]的结果一致,但是所采用的求

解方法不同。
在相同外场条件下,非相对论性的标准二维

电子气的本征能量为[14,15]

ε'n,ky= n+
1
2   ωc -  ky

E
B -

m
2

E
B  

2

(15)
对比分析式(12)和式(15)可知,εn,ky

与ε'n,ky
的不

同点主要体现在两方面:(i)ε'n,ky
和n 呈线性关系,

而εn,ky
则与n(n>0)呈线性关系;(ii)低能范围

内任意相邻朗道能级间隔:Δε'n,ky
  =|ε'n+1,ky

-
ε'n,ky

|大 小 相 等 均 为  ωc 且 与 电 场 无 关,但 是

Δ(εn,ky
)=|εn+1,ky

-εn,ky
|则大小不相等且变得与

电场有关可用 1-β2  3/4 量度。也就是说,电场调

控可以使得朗道能级间隔发生收缩,即Δ(εn,ky
)会

随着β增加而缩小,直至β=1时整个能谱塌缩为

εn,ky
=- vFky,这一有趣的现象已经被Gu等人

通过实验证实[16]。
为了更清楚地阐述上述结论,我们根据本征

能量式(12)绘制出图2。图2展示了在四个不同

β值条件下,本征能量εn,ky
随量子数n 和ky 的变

化关系(图中a=2.461Å表示石墨烯晶格常数)。
在子图(a)中β=0(即E=0,B=1T),此时本征能

量εn,ky
只与量子数n 有关并呈现出 n(n>0)的

依赖性,而与量子数ky 无关。在图2(b)中β=
0.3即E=0.3×106V/m,B=1T,本征能量εn,ky

此时不仅表现出n的依赖性,还表现出随ky 变化

的线性关系。由于电场附加能(即- vFβky)的存

在,使得对于任意确定n 朗道能级上的简并粒子

在不同ky 处位能不同即表明能量简并消除,进而

整个朗道能谱随ky 发生倾斜。此外,由于朗道能

级间隔Δ(εn,ky
)会随 1-β2  3/4 收缩,故而导致能

谱开口减小。图2(c)(β=0.7即E=0.7×106V/

m,B=1T)进一步地表明,朗道能谱随ky 的倾斜

程度会随着β的增大而增加,但是开口却会随着β
的增大而逐渐减小;直至β=1即E=1×106V/m,

B=1T时,整个能谱突然塌缩为εn,ky
=- vFky

且变得与n 无关,同时能谱的开口也完全闭合(如
图2(d)所示)。

通过求解无质量狄拉克方程的本征值问题,
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图2 本征能量εn,ky
随量子数n和ky 的三维函数图(a=2.461Å为晶格常数)

(a)
 

β=0;
 

(b)
 

β=0.3;
 

(c)
 

β=0.7;
 

(d)
 

β=1

学生可以深入了解量子系统的态空间结构及其相

关特性。理解本征态和本征值的概念有助于学生

对量子态的性质和演化有更深入的认识。解决本

征值问题可以确定量子系统的能级结构和本征能

量。这对于理解量子系统的稳定性、能态跃迁和

谱线分析等方面非常重要。学习本征值问题可以

帮助学生建立对于能谱表达和解释的能力。解决

本征值问题需要学生具备分析和解决复杂问题的

能力。通过解决这类问题,学生可以培养逻辑思

维、问题分解和数学建模等方面的技能,这些技能

在量子力学以及其他科学领域的研究和应用中都

具有重要的价值。

3 结语

本文以科技前沿“明星”材料石墨烯为例,提
出了一种严格求解外加电磁场下无质量狄拉克费

米子本征能量和本征函数的简便方法。首先,基
于朗道和栗弗席兹的相对性量子理论原理,将外

加电磁场下哈密顿量满足的狄拉克方程转化为辅

助性二阶方程;其次,借助一维谐振子模型众所周

知的本征值解巧妙地解析得到了本征能量和本征

波函数;最后,将本文得到的本征值与非相对论情

况下的结果进行了对比分析和讨论。结果表明,
在外加电磁场的石墨烯物理系统中,电场会使得

相邻朗道能级间隔发生收缩,并最终导致整个朗

道能谱在β=1的临界值处突然发生塌缩,这一结

论在非相对论性的标准二维电子气系统中并不存

在。石墨烯本征值问题的求解,可以帮助学生深

入理解量子力学的基本原理和数学方法,同时也

激发了学生对量子力学的兴趣和好奇心。学生在

解决相关问题的过程中,可以体验到量子力学理

论的强大和美妙之处,激发他们对物理学习的热

情,进一步培养他们深入科研领域的动力。
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