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基于重现理论的单摆系统非线性动力学特性研究

王立媛

(哈尔滨工程大学物理与光电工程学院,黑龙江
 

哈尔滨 150001)

摘 要 本文利用分岔图、相图、重现图和重现量化等方法,研究了有阻尼、不同驱动力作用下

单摆往复和旋转运动的非线性动力学特性。
 

结果表明:重现图和重现量化测度能够辨

识周期运动和混沌运动特征,随着驱动力的增加,单摆系统经历了由周期到混沌以及

再由混沌到周期的演变过程,相图和重现图能够清晰展示系统运动轨线的时空分布,
重现量化测度中熵和重现时间增加,而最大对角线长度减小,意味着系统复杂性和轨

道分离速度增加。
关键词 单摆;分岔图;相图;重现图;重现量化分析
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Abstract In
 

this
 

paper,
 

the
 

nonlinear
 

dynamic
 

characteristics
 

of
 

the
 

reciprocating
 

and
 

rota-
tional

 

motions
 

of
 

a
 

damped
 

simple
 

pendulum
 

under
 

different
 

driving
 

forces
 

are
 

investigated
 

using
 

methods
 

such
 

as
 

bifurcation
 

diagrams,
 

phase
 

portraits,
 

recurrence
 

plots,
 

and
 

recurrence
 

quantification
 

analysis.
 

The
 

driving
 

force
 

f
 

increases
 

from
 

0.6
 

to
 

1.8mg.
 

The
 

results
 

show
 

that
 

recurrence
 

plots
 

and
 

recurrence
 

quantification
 

measures
 

can
 

distinguish
 

the
 

characteristics
 

of
 

periodic
 

and
 

chaotic
 

motions.
 

As
 

the
 

driving
 

force
 

increases,
 

the
 

pendulum
 

system
 

under-
goes

 

a
 

transition
 

from
 

periodic
 

to
 

chaotic
 

motion
 

and
 

then
 

back
 

to
 

periodic
 

motion.
 

Phase
 

por-
traits

 

and
 

recurrence
 

plots
 

can
 

clearly
 

illustrate
 

the
 

spatiotemporal
 

distribution
 

of
 

the
 

system􀆳s
 

trajectories.
 

In
 

recurrence
 

quantification
 

analysis,
 

the
 

increase
 

in
 

entropy
 

and
 

recurrence
 

time,
 

along
 

with
 

the
 

decrease
 

in
 

the
 

maximum
 

diagonal
 

line
 

length,
 

indicates
 

an
 

increase
 

in
 

system
 

complexity
 

and
 

the
 

rate
 

of
 

trajectory
 

separation.
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  近几十年来,非线性动力学理论得到快速发

展,随着研究的不断深入,发现非线性是普遍存在

的,而线性只是一种特例,因此非线性科学被誉为

20世纪的第三次科学革命[1,2]。在许多非线性系
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统中,原本被认为是随机的过程,而实际上系统内

隐藏着确定性特征[1,2]。
单摆是物理学中的一个经典动力学模型,非

线性单摆系统可呈现出复杂动力学行为[3]。因

此,通过对单摆系统进行非线性动力学特性分析,
能够加深学生对非线性的认识和理解。目前,国
内外学者采用不同的方法来揭示单摆运动的复杂

性,包括解析方法、庞卡莱截面法和相空间重构等

方法。杨博等[4]利用 Melnikov解析方法,确定了

单摆运动出现混沌行为的临界值。文献[5]利用

Poincare映射方法研究了单摆系统以倍周期分岔

进入混沌的道路。文献[6]利用分岔图、频谱分析

和熵等方法,研究了摆长、阻尼系数和初始摆角等

参数对单摆运动的影响规律,研究发现:单摆的运

动特征对初始摆角、阻尼系数有很强的依赖性。
既有文献中,多数作者采用解析方法、庞卡莱

截面法、相空间重构和重现图等分析方法中的一

种或两种,对单摆运动的非线性特征进行定性或

定量分析。本文提出利用三维柱面相图分析方

法,能够更充分地揭示单摆系统轨线的运动特征,
同时利用相空间重构、重现和重现量化等多种方

法相结合的方式,从定性和定量两个维度,系统地

揭示了往复和旋转单摆周期和混沌运动出现的临

界条件和时空演化规律。
本文为大学物理实验教学提供了更加丰富和

直观的分析手段,可以激发学生学习兴趣和加深

他们对单摆运动复杂性的理解,能够为教学改革

和提升教学效果提供新思路。

1 单摆系统

本文研究的单摆是忽略摆杆质量的刚性摆,
见图1。

图1 单摆系统

其运动方程为:

ml̈θ+γl̇θ+mgsinθ=Fcosωt (1)
式中,m 为摆球质量;l 为摆线长度;γ 为阻尼系

数;ω 为角速度;Fcosωt为单摆受到周期性外力。

令:ω0=
g
l
,f=

F
mg
,β=

γ
2mω0

,τ=ω0t,

Ω=
ω
ω0

将方程无量纲化处理,即用ω0
2 去除等式每

一项,将ω0t称为τ,则有:

θ̈+2β̇θ+sinθ=fcosΩτ (2)

  将高阶微分方程通过增加变量得到一阶微分

方程组:
 

θ̇=ω

ω̇=-2βω-sinθ+fcosϕ

ϕ̇=Ω

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(3)

式中,β、Ω、f 为控制参数,θ、ω、ϕ 为状态变量。
当三个控制参数取不同值时,单摆系统将表

现出非常复杂的动力学行为。本文利用四阶龙

格 库塔法,
 

计算得到参数取不同值时状态变量的

数值解,并对其演化规律进行分析。
 

2 理论与方法

2.1 重现图

基于Takens相空间重构理论,Eckmann等[7]

提出了重现图方法(RP),重现图定义如下:

Ri,j(ε)=Θ(ε-‖Xi-Xj‖) i,j=1,2,…,N
(4)

式中,ε为阈值;Xi 和Xj 为向量;‖·‖为规范;N
为向量的数量;Θ(x)是海维赛德函数,定义如下:

Θ(x)=
1 x≥0
0 x<0 (5)

  在m 维相空间中,当Ri,j=1时,用黑点显

示,当Ri,j=0时,用白点显示。当i和j 取不同

值时,获得由白黑点表示的 N×N 二维方形重现

矩阵图[8]。计算RP时,嵌入维m、延迟时间τ和

重现阈值ε是非常重要的重构参数。本文利用互

信息函数确定τ[9],利用错误近邻法确定m[10],利
用10%重现率来确定ε。

2.2 重现量化测度

RP提供了一种能够有效揭示相空间轨线演

化规律和时间相关性的工具,而重现量化分析
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(RQA)从对角线和竖直方向定义重现测度[11,12],
实现对单摆系统进行定量分 析 非 线 性 动 力 学

特征。

图2 单摆运动分岔图

本文选择最大对角线长度、熵和平均重现时

间为单摆运动的重现量化参数,定义如下:
(1)

 

最大对角线长度(Lmax):
 

Lmax=argmaxHD(l) (6)

式中,HD(l)=∑
N

i,j=1

(1-Ri-1,j-1)(1-Ri+l,j+l)·

∏
l-1

k=0
Ri+k,j+k

Lmax 代表 RP中最大对角线长度。Lmax 越

小,意味着不同时段两轨道段的发散速率越快。
(2)

 

熵(ENTR):

ENTR=-∑
N

l=lmin
p(l)lnp(l) (7)

式中,P(l)=
HD(l)

∑
N

l=lmin
HD(l)

。ENTR是反映系统复

杂性的一个测度。

(3)
 

竖直方向的平均重现时间(􀭿T):
对于一维时间序列xi(i=1,2,…),重现点集

为S1={Xt1
,Xt2

,…,Xti
…},考虑系统的切向运

动引起的逗留点,剔除重现点集S1 中逗留的重现

点Xti+1
,…,Xti+k

(保留 Xti
),获得重现点集为

S2={Xt'1
,Xt'2

,…,Xt'i
,…},最后计算重现时间

的集合为:{T(i)=t'i+1-t'i,i=1,2,…},􀭿T =

1
n∑

n

i=1
T(i)。

3 结果分析

3.1 单摆运动的分岔图和相图

在式(3)中取阻尼系数β=1/4,角速度比Ω=
2/3,驱动力f 从0.6~1.8,将角位置和角速度

(θ,ω)初始值取(0.1,1.5),利用四阶龙格 库塔法

  计算得到角位置和角速度的数值解。本文分析的

数据已经去除了初始阶段的暂态过程。图2是单

摆运动分岔图,给出了单摆运动角速度ω 随驱动

力幅值f 的变化关系,由图可见:当驱动力从0.6
增加到1.8时,单摆运动明显经历了倍周期 混

沌 倍周期的循环往复过程,为了揭示不同驱动力

作用下单摆系统的动力学特征,本文将取f 分别

为1.025、1.07、1.08、1.15、1.35、1.45、1.47和

1.5时对应的时间序列进行深入分析。
图3是单摆在8个不同驱动力f 作用下的时

  

图3 单摆周期往复和旋转以及混沌运动时间序列

(a)
 

往复运动到混沌;
 

(b)
 

旋转运动到混沌
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间序列,其中图3(a)是f 为1.025、1.07、1.08和

1.15所对应的往复运动1周期、2周期、4周期和

混沌时间序列;图3(b)是f 为1.35、1.45、1.47
和1.5所对应旋转运动1周期、2周期、4周期和

混沌时间序列.由图可见,无论是往复还是旋转周

期运动,都比较容易观察出其运动特征,但是很难

从混沌时间序列中辨识出其演化规律。

图4 单摆周期往复和旋转以及混沌运动三维相图

(a)
 

往复运动;
 

(b)
 

旋转运动

图4是单摆做往复和旋转运动的三维相图,
由图4(a)可见,单摆做往复1周期、2周期和4周

期运动时,相图与庞卡莱截面产生1个、2个和4
个不动点,不动点的数量和周期数对应,而混沌运

动则与庞卡莱截面产生无穷多个不动点;图4(b)
是单摆做旋转1周期、2周期和4周期和混沌运动

时的柱面相图。可以发现,当单摆做周期运动时,
柱面相图上可明显观察到单摆的终态具有1周

期、2周期和4周期解的轨迹,而当单摆做混沌运

动时,相轨线杂乱无章的分布在柱面上。

3.2 重现特性分析

进行重现特征分析时,首先利用互信息函数

和错误近邻法确定嵌入维m 和延迟时间τ,选择

重现率的10%对应的小球半径作为重现阀值ε,8
个时间序列的重现量化参数如表1所示,表中σ

表示数据的标准偏差。

表1 重构参数

运动状态 嵌入维m
延迟

时间τ
重现

阀值ε

往复运动1周期 3 1 0.25σ

往复运动2周期 4 1 0.28σ

往复运动4周期 3 1 0.24σ

混沌运动(f=1.15) 3 24 0.71σ

旋转运动1周期 4 7 0.4σ

旋转运动2周期 4 11 0.6σ

旋转运动4周期 5 8 0.7σ

混沌运动(f=1.5) 4 29 0.85σ

  图5是单摆往复和旋转周期以及混沌运动的

重现图,对于往复和旋转周期运动,重现图显示出

结构规则的图案,但二者略有差异,而混沌运动的

重现图明显不同于周期运动,其内部结构则更为

丰富和复杂。由图5(a)所示,往复周期运动重现

图上出现多条平行于主对角线且间距为定值的平

行线,同时在近似垂直于主对角线方向出现了虚

线,整个重现图呈现较规则的棋盘结构;而图5(b)
中旋转周期运动的重现图中只出现了多条与对角

74



物理与工程 Vol.35 No.3 2025

图5 单摆周期往复和旋转以及混沌运动重现图

(a)
 

往复运动;
 

(b)
 

旋转运动

线平行且连续的直线.在往复混沌运动的重现图

中,可以观察到不规则曲线,在旋转混沌运动的重

现图中,在主对角线两侧可观察到平行线,但是平

行线是长短不一且有间断。可见,重现图可对单

摆系统动力学行为进行更加直观和形象的表征,
有助于对系统复杂动力学行为进行辨识。

图6 单摆周期往复和旋转以及混沌运动重现量化测度对比

(a)
 

最大对角线长度;
 

(b)
 

熵;
 

(c)
 

平均重现时间

为了弥补重现图只能对单摆运动规律提供视

觉信息和定性分析等方面的缺陷,本文进一步开

展了单摆系统重现图量化测度计算和分析。图6
是单摆往复和周期运动重现量化测度对比图,由
图可见,当单摆从往复和旋转1周期到4周期变

化过程中,最大对角线长度Lmax 缓慢降低,而一

旦过渡到混沌运动状态,Lmax 急剧下降,表明系统

对初始条件敏感性和轨道分离速率迅速增加;随
着周期的增加直至混沌,熵ENTR和平均重现时

间􀭿T 单调增加,表明系统的复杂性增加,而且轨

线再次回到初始状态的平均时间增加。
为了进一步获得确切的重现时间的数值,本

文给出了不同周期和混沌条件下的重现时间分布

图,如图7所示。由图可见,无论是往复还是旋转

周期运动,重现时间的数量是相同的,例如:1周

期运动都有1个重现时间,为100;2周期运动都

有两个不同重现时间100和
 

200,依此类推;4周

期则有四个重现时间(往复运动:100、200、300和

400,旋转运动:98、102、200和400);对于混沌运

动则有无数个不同的重现时间。
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图7 单摆周期往复和旋转以及混沌运动重现时间图

4 结论

本文通过四阶龙格 库塔法计算得到单摆方

程的数值解,针对8个不同驱动力下有阻尼单摆

运动时间序列,利用分岔图、时序图、相图、重现图

和重现量化等分析方法,揭示了往复和旋转运动

由周期到混沌过程中运动轨迹的时空特征、演化

规律和复杂性,得出如下结论:
(1)

 

随着驱动力的增加,单摆运动经历了1周

期、2周期、4周期直至混沌的变化过程,周期运动

相图中Poincare截面上出现与周期数相对应的交

点数量,而混沌运动轨线与Poincare截面形成无

数个交点;
(2)

 

往复和旋转运动的重现图特征具有明显

差异,往复周期运动具有棋盘结构,而且混沌运动

具有更复杂和丰富的结构,相比较而言,旋转周期

运动的重现图中形成多个规则的与主对角线平;
(3)

 

行的直线,而混沌运动重现图中出现多

个长短不一且间断的平行线段;
(4)

 

当单摆运动由周期到混沌过程中,无论

是往复还是旋转运动,随着周期数的增加直至混

沌,最大对角线长度降低、熵和平均重现时间增

加,表明系统对初始条件敏感性和轨道分离速率

和复杂性增加、重现周期变长。
本研究获得的结果为辨识不同条件下单摆运

动的非线性动力学特征提供了重要的依据。
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