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一维谐振子坐标表象与动量表象的等价性

纪怀昱 张子骏 郑 华 孙 辉

(陕西师范大学物理学与信息技术学院,陕西
 

西安 710119)

摘 要 一维谐振子是量子力学中少数可以精确解析求解的模型之一,可以用于检验量子力学

的理论与方法,具有丰富的内涵。利用傅里叶变换与厄米多项式的生成函数,实现了

一维谐振子坐标表象中本征波函数到动量表象中本征波函数的变换,验证了两种表象

中对一维谐振子描述的等价性与联系。利用代数解法分别得到一维谐振子在坐标表

象与动量表象中本征能量与本征波函数,进一步讨论了两种表象的等价性。强调了物

理学中“降维打击”思想,加深学生对量子力学的理解,激发学生的学习兴趣。
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Abstract The
 

one-dimensional
 

harmonic
 

oscillator
 

is
 

one
 

of
 

the
 

few
 

models
 

in
 

quantum
 

me-
chanics

 

that
 

can
 

be
 

solved
 

analytically,
 

and
 

it
 

is
 

used
 

to
 

exam
 

the
 

theories
 

and
 

methods
 

of
 

quantum
 

mechanics,
 

possessing
 

rich
 

connotations.
 

Using
 

the
 

Fourier
 

transform
 

and
 

the
 

gen-
erating

 

function
 

of
 

Hermite
 

polynomials,
 

the
 

transformation
 

from
 

the
 

eigenfunction
 

in
 

the
 

co-
ordinate

 

representation
 

to
 

that
 

in
 

the
 

momentum
 

representation
 

for
 

a
 

one-dimensional
 

harmon-
ic

 

oscillator
 

has
 

been
 

achieved.
 

The
 

equivalence
 

and
 

connection
 

between
 

the
 

two
 

representa-
tions

 

for
 

describing
 

a
 

one-dimensional
 

harmonic
 

oscillator
 

are
 

verified.
 

The
 

eigenenergies
 

and
 

eigenfunctions
 

of
 

the
 

one-dimensional
 

harmonic
 

oscillator
 

in
 

the
 

coordinate
 

representation
 

and
 

momentum
 

representation
 

are
 

also
 

obtained
 

by
 

using
 

the
 

algebraic
 

solution
 

method,
 

respec-
tively.

 

The
 

equivalence
 

of
 

the
 

two
 

representations
 

is
 

further
 

discussed.
 

The
 

idea
 

of
 

“solving
 

physical
 

problems
 

in
 

higher
 

dimensional
 

space”
 

is
 

emphasized,
 

which
 

deepens
 

students􀆳
 

under-
standing

 

of
 

quantum
 

mechanics
 

and
 

stimulates
 

their
 

interest
 

in
 

learning.
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  在量子力学中,一维谐振子是为数不多可精

确解析求解的问题之一,并且其数学处理相对简

单。通过研究一维谐振子,可以深入理解量子力

学的基本原理和数学形式。国内外量子力学教材

都把其纳入了本科生的教学大纲,是量子力学教

学的重难点之一。
因本科量子力学教材篇幅与课时的原因,在

讲授一维谐振子问题时,通常只介绍在坐标表象

中解析求解其薛定谔方程[1-3]。众所周知,量子力

学中,在不同的表象中可以对同一问题进行描述,
不同表象之间彼此联系且等价,即表象变换理论。
坐标表象与动量表象是量子力学中比较常见的两

种表象,二者之间可由傅里叶变换联系。在量子

力学教材中,对一维谐振子本征波函数从坐标表

象到动量表象的变换仅限于基态波函数[1-3]。可

能原因是一维谐振子本征波函数的一般表达式中

包含特殊函数厄米多项式,直接利用傅里叶变换

完成从坐标表象到动量表象的变换在数学上有一

定的困难。然而,实际上这个变换过程本科生是

完全可以完成的,并且能加深学生对量子力学基

本原理与数学形式的理解。
目前,文献中对一维谐振子问题的讨论主要

有:对能量本征值的求解[4-6],算符法求解能量本

征值与坐标表象中的本征波函数[7-9],以及在不同

表象中求解能量本征值与本征波函数[10,11]。文

献[11,12]计算了一维谐振子坐标表象中本征波

函数与动量表象中本征波函数的傅里叶变换,但
采用的是递推的方法,需要逐个计算,使用起来不

是很方便。
本文先简要地给出一维谐振子分别在坐标表

象与动量表象中的本征能量与本征波函数,然后

利用厄米多项式的生成函数与傅里叶变换完成坐

标表象中的本征波函数到动量表象中的本征波函

数的变换,最后简单讨论代数解法并分别给出坐

标表象与动量表象中的本征能量与本征波函数。
再次强化文献[13]中提出的物理学中“降维打击”
思想,有助于学生深入理解一维谐振子的求解与

表象变换理论,培养学生的发散思维,激发学生的

学习兴趣。

1 在坐标表象中求解一维谐振子

一维谐振子的哈密顿量是[1-3]

Ĥ =T̂+V̂=p̂2

2m +
1
2mω2̂x2 (1)

在坐标表象中,其定态薛定谔方程为

-
 2

2m
d2ψ(x)
dx2 +

1
2mω2x2ψ(x)=Eψ(x)(2)

将式(2)无量纲化,方程两边同时除以
 ω
2

可得

-
 

mω
d2ψ(x)
dx2 +

mω
 x

2ψ(x)=
2E
 ωψ
(x) (3)

引入无量纲参数

ξ=αx, λ=
2E
 ω

(4)

其中α=
mω
 
,则式(3)可写为

d2ψ(ξ)
dξ2

+(λ-ξ2)ψ(ξ)=0 (5)

利用幂级数解法与边界条件[3],可以得到一维谐

振子的量子化本征能级

E=En = n+
1
2   ω (6)

在量子力学中,规定厄米多项式[14-16]最高幂次项

的系数为2n。一维谐振子归一化的本征波函数为

ψn(x)=
α

π2nn!
e

-
1
2α
2x2

Hn(αx) (7)

其中,Hn(αx)为厄米多项式。需要指出,对式(5)
给出的一维谐振子本征波函数进行归一化需要用

到厄米多项式的生成函数且计算过程不短。

2 在动量表象中求解一维谐振子

在动量表象中,一维谐振子定态薛定谔方

程为

p2

2mϕ
(p)-

1
2mω2  2d

2ϕ(p)
dp2 =Eϕ(p) (8)

将式(8)无量纲化,方程两边同时除以
 ω
2

可得

p2

m ωϕ
(p)-m ωd

2ϕ(p)
dp2 =

2E
 ωϕ
(p) (9)

引入无量纲参数

η=βp, λ=
2E
 ω

(10)

其中,β=
1
m ω

,则式(9)可写为

d2ϕ(η)
dη2

+(λ-η2)ϕ(η)=0 (11)
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式(11)与式(5)形式一样,后续解法与在坐标表象

中完全相同。因此,在动量表象中,一维谐振子的

能量本征值为

En = n+
1
2   ω (12)

其在动量表象中归一化的本征波函数为

ϕn(p)= β
π2nn!

e
-
1
2β
2p2

Hn(βp) (13)

其中,Hn(βp)为厄米多项式。

3 两种表象的等价性

一维谐振子在坐标表象中的本征波函数ψ(x)
与动量表象中的本征波函数ϕ(p)之间由傅里叶

变换联系[1]

ψ(x)=
1
2π ∫

+∞

-∞
ϕ(p)e

i
 pxdp (14)

ϕ(p)=
1
2π ∫

+∞

-∞
ψ(x)e

-
i
 pxdx (15)

  一维谐振子在坐标表象与动量表象中的本征

波函数在一二节已经分别由式(7)与式(13)给出,
可以利用式(14)或式(15)来验证这两种表象的等

价性。我们选择对式(7)进行傅里叶变换,从而得

到动量表象中的本征波函数。然后将得到的本征

波函数与式(13)进行比较。在坐标表象中,本征

波函数式(7)是随n 值变化的。显然,如果对于每

一个n 值都利用傅里叶变换得到与之对应的动量

表象中的本征波函数,这样的方法与文献[12]中
的递推方法一样,存在使用不方便的问题。采用

“降维打击”的思想[13],即在计算厄米多项式性质

的通式过程中,利用厄米多项式的生成函数与厄

米多项式的关系辅助计算,我们给出坐标表象中

本征波函数变换到动量表象中本征波函数的通式

证明。
由式(7)、式(15)可得

ϕn(p)

=
1
2π ∫

+∞

-∞

α
π2nn!

e
-
1
2α
2x2

Hn(αx)e
-
i
 pxdx

=
Nn

α 2π ∫
+∞

-∞
e

-
1
2ξ
2-iβpξHn(ξ)dξ (16)

其中,Nn =
α
π2nn!

。厄 米 多 项 式 的 生 成 函

数[1]是

F(z,s)=e-s2+2sz =∑
∞

n=0

sn

n! Hn(z) (17)

其中,s,z是自变量。由式(16)、式(17)可得

∑
∞

n=0

sn

n!
α 2π 

Nn
ϕn(p)

=∫
+∞

-∞
e

-
1
2ξ
2-iβpξ∑

∞

n=0

sn

n! Hn(ξ)dξ

=e
-(is)2+2(is)(-βp)-

1
2β
2p2∫

+∞

-∞
e

-
1
2(ξ+iβp-2s)2

dξ (18)

式(18)右边是类高斯型积分[17]且积分结果为

2π,因此可得

∑
∞

n=0

sn

n!
α  
Nn

ϕn(p)=e
-(is)2+2(is)(-βp)-

1
2β
2p2

=∑
∞

n=0

sn

n!
(i)nHn(-βp)e

-
1
2β
2p2

(19)
式(19)对任意的s都成立并利用厄米多项式的奇

偶性[1]可得

ϕn(p)=(-i)n β
π2nn!

e
-
1
2β
2p2

Hn(βp)

(20)
(-i)n 可 视 为 波 函 数 的 相 位 因 子,式 (13)与

式(20)是同一波函数。这就验证了在两种表象中

求解一维谐振子的等价性。
其实从一维谐振子的哈密顿量式(1)就可以

看出在坐标表象与动量表象中求解的等价性。原

因是算符p̂ 与x̂ 都是2次方,它们处于同样的地

位。这也暗示着一维谐振子在坐标表象与动量表

象中波函数形式的一致性,只是变量前的系数不

同而已。从两种表象中的求解过程可以证实这

一点。

4 代数解法

一维谐振子的哈密顿量式(1)可改写为

Ĥ = ω 1
2

p̂2

m ω+
1
2

mω
 x̂

2  (21)

引入产生湮灭算符

â=
1
2
(îP+X̂) (22)

â†=
1
2
(-îP+X̂) (23)

61



物理与工程 Vol.35 No.3 2025

其中算符P̂=
1

m ωp̂,̂X=
mω
 x̂,是两个无量

纲算符。由对易关系 x̂,̂p  =i 可得

X̂,̂P  =i (24)
式(21)可改写为

Ĥ = ωâ†̂a+
1
2  (25)

定义新的算符(粒子数算符)

N̂ =̂a†̂a (26)
由式(22)、式(23)、式(24)、式(26)可得

â,̂a†  =1 (27)

N̂ ,̂a  =-̂a (28)

N̂ ,̂a†  =̂a† (29)
假设算符 N̂ 有本征值为ν的本征矢|ν>

N̂ ν>=νν> (30)
利用式(28)、式(29)、式(30)可得

N̂̂aν>=̂âN ν>-̂aν>=(ν-1)̂aν> (31)

N̂̂a† ν>=̂a†̂N ν>+̂a†ν>=(ν+1)̂a†ν>
(32)

所以â|ν>是算符 N̂ 的本征值为ν-1的本征矢,

â†|ν>是算符N̂ 的本征值为ν+1的本征矢。本征

矢â|ν>的模方为

âν>2=<νâ†̂aν>=<ν N̂ ν>=ν<νν>
(33)

因为|̂a|ν>|2≥0,<ν|ν>>0恒成立,所以当ν=0
时,有

â 0>=0 (34)
由式(32)不难证明,算符 N̂ 的本征值只能是非负

整数。将|ν>记为|n>,则算符 N̂ 的本征方程可

写为

N̂ n>=nn> (35)

n 是非负整数。规定本征矢的归一化

<nn>=1 (36)
不难证明

â n>= n n-1> (37)

â† n>= n+1n+1> (38)
由式(25)、式(26)、式(35)可以得到一维谐振子的

能量本征方程为

Ĥ n>= ωâ†̂a+
1
2  n>

= ωn+
1
2  n> (39)

因此一维谐振子的能量本征值为

En = n+
1
2   ω (40)

4.1 投影到坐标表象

在坐标表象中,由式(22)、式(23)可得

â=
1
2

αx+
1
α
d
dx  =12ξ+

d
dξ  (41)

â†=
1
2

αx-
1
α
d
dx  =12ξ-

d
dξ  (42)

将式(34)在坐标表象中投影

1
2

ξ+
d
dξ  ψ0(ξ)=0 (43)

求解该微分方程,并利用高斯型积分[17]以及波函

数的归一化可得

ψ0(ξ)=
1

π
e

-
1
2ξ
2

(44)

由式(38)可得

â†ψn-1(ξ)= nψn(ξ) (45)
由式(42)、式(45)可得

ψn(ξ)=
1
2n

ξ-
d
dξ  ψn-1(ξ)

=-
1
2n
e
1
2ξ
2 d
dξ
e

-
1
2ξ
2

ψn-1(ξ)  (46)

由式(44)、式(46)及厄米多项式的微分形式[1]可得

ψn(ξ)=
1

2nn! π
e

-
1
2ξ
2

Hn(ξ) (47)

因此,一维谐振子在坐标表象中的归一化本征波

函数为

ψn(x)=
α

π2nn!
e

-
1
2α
2x2

Hn(αx) (48)

式(48)与在坐标表象中解析求解薛定谔方程的结

果式(7)是一样的。

4.2 投影到动量表象

在动量表象中,由式(22)、式(23)可得

â=
1
2
iβp+i

1
β
d
dp  =i2η+

d
dη  (49)

â† =
1
2

-iβp+i
1
β
d
dp  = -i

2
η-

d
dη  
(50)

将式(34)在动量表象中投影

i
2

η+
d
dη  ϕ0(η)=0 (51)
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求解微分方程,并利用高斯型积分[17]以及波函数

的归一化可得

ϕ0(η)=
1

π
e

-
1
2η
2

(52)

由式(38)可得

â†ϕn-1(η)= nϕn(η) (53)
由式(50)、式(53)可得

ϕn(η)=-i
1
2n

η-
d
dη  ϕn-1(η)

=-i-1
2n
e
1
2η
2 d
dη
e

-
1
2η
2

ϕn-1(η)    (54)

由式(52)、式(54)及厄米多项式的微分形式[1]可得

 ϕn(η)=(-i)n
1

2nn! π
e

-
1
2η
2

Hn(η) (55)

(-i)n 可视为波函数的相位因子。因此,一维谐

振子在动量表象中的归一化本征波函数为

ϕn(p)= β
π2nn!

e
-
1
2β
2p2

Hn(βp) (56)

式(56)与在动量表象中解析求解薛定谔方程的结

果式(13)是一样的。
由此可见,代数法求解一维谐振子能量本征

值时不依赖具体的表象,并且数学运算比较简单,
物理意义也非常明显。在坐标表象或动量表象中

求解本征波函数时,所得本征波函数是自动归一

化的。
 

从两种表象中的产生湮灭算符的形式相

同,也可以看出两种表象的等价性。

5 结语

综上所述,借助物理学中的“降维打击”思想,
本文利用厄米多项式的生成函数与傅里叶变换,
将一维谐振子在坐标表象中的本征波函数变换到

了动量表象中的本征波函数,得到了与直接在动

量表象中解析求解定态薛定谔方程一致的结果。
本文验证了不同表象对量子力学问题描述的等价

性。这是量子力学中表象变换理论的一个非常好

的例子。同时我们还讨论了利用代数解法得到一

维谐振子的本征能量与本征波函数及表象的等价

性。这有利于加深学生对一维谐振子与表象变换

理论的认识与理解,培养学生的发散思维,激发他

们对量子力学课程的学习兴趣。
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(上接第7页)

在探讨如何为未来量子科技发展提供足够的人

才,他们认为美国各地的本科院校和社区学院需

要开设量子信息科学与技术课程[3]。

5 结语

量子科技的发展前景极为广阔,但其教育领

域面临诸多挑战,如教育转化困难、错误观念泛

滥、师资不足等。要实现量子科技人才的培养目

标,推动量子科技革命的顺利开展,必须从早期教

育到高等教育进行全面变革。这需要创新教育方

式,提高师资水平,编写优质教材,同时,教育工作

者、科研人员以及社会各界应共同努力,提高大众

对量子科技的正确认知,促进量子科技知识从专

业领域向大众常识的转化。此外,在未来的发展

中,应积极鼓励和重视女性在量子科技领域的参

与,充分发挥她们的智慧和创造力,推动量子科技

在全球范围内的持续发展,使其对历史、文化、哲
学和思想等领域产生更为深远的影响。
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